B - Limites laterais

B.1 - Preliminares

B.1.1 - Observe os graficos e
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8.2 - Definigao

B.2.1 - Limites laterais

Seja f(x) uma fungdo definida em ECR. Seja a um -
ponto de acumulagao de E.

Definicdo 1)Limite 3 esquerda: se for possivel tornar f(x)

arbitrariamente proxima de L, quando X se aproxima de a por
valores inferiores a 3, diz=se que L € o limite 3 esquerda

de f(x), para x tendendo a 3, e indica-se:

lim F(x) = L

X + a_

Definigao 2)Limite 3 direita: se for possivel tornar f(x)

arbitrariamente proxima de L quando x se aproxima de a por
valores superiores 2 a diz-se que L & o limite 3 direita
de f(x),para x tendendo a a, e indica-se:

lim f{x) = L

X + 3
+

Da observagao dos graficos pode-se notar em cada caso:
f

1) que podem existir dois limites laterais e eles serem &

guais. (grafico 1)

2) que podem existir os dois limites laterais e eles serem

di ferentes (grafico 2)

3) que a existéncia de um limite lateral n3o implica na
existéncia do outro. (graficos 3 e 4)
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Diz-se que: y

¢

12) 0 timite de fix) exi istem os dois limites

sssss

’ 4

22) 0 limite de f(x} nao & 130 existe o limite
a direita ou quande nao - ite 3 esquerda ou
quando e.-')iéts‘ft:-‘&ij,gg Tim e eles s3o diferen
t&s- d i ‘ !

- .

{

C - Limites finitos e inf

C.1 - Preliminares

C.1.1 - Seja £:

B 0

= I ‘

de que ponto a fix) - xima quando x cresce
‘indefinidamente? ‘

€.1.2 - Analise o grafico da |
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C.1.3 - Oberve o grafico da f(x) e assinale as afirmagoes

verdadeiras.
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Dos graficos analisados, vocés verificaram que exis
tem limites no infinito (exercicio C.1.1) e limites Infini

tos (exercicio €. 1.2):

£.2 - Conclusao:

C.2.1 - Dizer que x tende a mais infinito (+e), (in
dica~se x»+w® ), significa que, dado um numero real
M>0 3x { x > M, gualquer que seja M dado, isto &, x per
corre o intervalo ]N, + eo[ .

Analogamente, dizer que ¢ tende a menos infinito

(~ » ) (anota~se x + - = ), * gnifica que, dado um nlmero

real M > 0, 3 x | x <=M, ualquer que seja M dado, isto
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2, X percorre o inte

D - Propriedades: Pode
D.i.1 - Se existe
(unicidade do limite)

D.1.2 - sqanﬁ
mesmo conjunto D e t .:"r

1ima(x) = b a
x X,

1) limite da soma:

Tim {f(x) L Go ‘:

x+x

2} limi te do produto:

' lim [f@x) : gJ :.

X X
)

3) limite do qmelm

definidas
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b) se a0 n € fmpar lim [f(x)] " a" <
X+ X
o
n e par lim [f(x)] L -a" o>
X+ x ‘
o

5) limite de uma raiz:

vim f0 = Yalisea) o

RZPIX
o]

6) limite do logaritimo: se lim f(x) = a e a > 0 entdo

X+ X
O

lim [log f(x)] = log - | 1im f(x) = log a
X > X X+ X

D.1.3 - Como um dos objetivos do nosso curso € forne
cer subsidios para o cdlculo de limites, enumeraremos algu
mas outras propriedades que podem ser utilizadas:

N3o daremos as demonstragoes pois este naoc € 0 nosso
objetivo, mas o aluno que estiver interessado podera encon
tra-las em qualquer livro de calculooufnalise Matematica.

Daremos o final do modulo uma bibliografia para aque

les que quiserem aprofundar os seus estudos.

Propriedades:

1) Se 1im f(x) = 0 e f(x) # 0 ent3o lim _1
fix

X + X X =+ X
o o}

= +



2) Se lim €£(x) =+ mentaoc lim 3

“Th =0
X *x ;~n°f‘
o
3) Se lim| f(x) | =b #0 e tin| gix) | = + = entdo
X% K==
6} o

fim | f(x) . glx) | = + =
X * X
o
D.1.4 - Calculo de alguns limites fundamentais

| - Funcao Polinomial

n n-1
a) lim P(x) = lim (ao X 4 ax 4.4 an) =

X e & Fc
n n-1
= 3.0 4+ a6 ¥ .0 ¥ B
(o} 1 n
Exemplo:

1im (—2x2+ 3x - 5) --2.124- 3.1 -5 = -4
x *1

o ) +% sen & par
b) lim x =+ @ , |im % < P

> 4 ® + - o -
o % - @ ge n € impar
lim P(x) = lim (a K4 xn-1+ ...+a)=ltma5<"
o} 1 n (s}
x + % o x + & w X+ +e

coma # 0
o

Exemplo:
lim (3x6-2x5+3xl’-2x3+|) = |lim 3'x6 =4 o

X * + @ X * 4
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Il - Fungao Racional

a) Para o cilculo do limite da funcdo racional

f(x) = P(x) para x + c, consideraremos trés casos:
Qx

1? caso: ¢ nao € raiz de Q(x) isto é Qc) # 0

1i Pix)| . P§ ; Qlc) # 0
X*mc [6&7] Q::: com Q(c

Exemplo:
lim [zw o B o maEey
x+3 [ x%-5 Q(3) 3% .5 4

29 caso: ¢ nao € raiz de P(x) & é raiz do Q(x) Isto &
Plc) #0 e q(c) ="0.

IimIP(x) ‘= Hml_P_(_:_&_)__I S l | l=+“
x+ ¢ Q(x) x+c  P(x) Q(x)

com P(c) #0
Qle) =0
recai na propriedade 3 de D.1.3

Exemplo:

lim Ix+2 (1 anula o denominador e nao anula o numerador)
2

x+1 x 4lix=5

entdo 1im 3 x+2 _
x> 1 x2+hx-5

Plx) = 3x+2 = P(1) = §

Qx) = %% + bx = 5 =>Q(1) = 0



por (x=c) até

=
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P
2) lim =3x =0

X o0 2%

2
3) tim  b4x"-7x+1 = 4

X+w 3IX +5%-2 3

111 = Fungao exponencial

a) lim ataa®

X+ C
Tim ax-+°o

b) se a > 1 R ¥ en
lim a~ =0
X~ o
: X

se 0 ca< | lim a~ =20
X+ o

lim 3" =+0®

Xar T

IV = Fungao logarltmica

a) tim !ogax= - se 3>l
X +0
e
lim !ogax=+<n se J0.<cacl

X+0



k1
b) 1im log x = +@ se a )y 1
XD 4 O
e

1im log, x = ~@ se 0 a <!
X+ @

V - Limites das funcoes trigonométricas

lim sen x=sen ¢ lim tg x = tg ¢ sec# T+Kne KEZ

x+cC N X=>g 2

lim cos x=cos ¢ lim|tg x| =w seca% + Kne KE€Z

x+C X=FC

lim sen X _

X0 X

Vi-tim (14 1)%

—' =@

X > % .o X
e=2,71 82 ... (numero irracional)

algarismo Neperiano (numero e)

5.3 - Ficha 111
Continuidade

& - Conceito de continuidade

A.l - Preliminares

A.T1.1 - Consideremos dois tipos de computadores



1) Computadores digitais - sistemas digitais que re
presentam informagoes por simboYos,de maneira descontinua.

2) Computadores analogicos representam numeros por va
ridvels tais como voltagens, correntes ou decibéis que va
riam continuamente.

Responda:

a) Os pianos e as maquinas de escrever sdo sistemas digi

tals ou analogicos? Sao contfnuos ou descontinuos?

b) 0s violinos e as réguas de c3lculo s3o sistemas digi
tals ou analogicos? Sao contfnuos ou descontinuos?

A.1.2 - SejJa f: R + R

X w 2x-1

a) Faca o grafico dessa fungao f
b) Calcule:

e f(3) =
22 lim f(x) =
X + 3

c) o 1im f(x) existe e € igual ao valor de f(x) para x= 37

x+3

()
Nao ()
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A.1.3 - Seja f: R+ R definida por:

f(X) - 2)("‘. para x +3
7, parax=3

) Faga o grafico dessa fungao
2) Calcule:

12 £(3) =
22 tim f(x) =
x =+ 3
0 lim f{x) existe e € igual ao valor da f(x) para x=31
x—+ 3

Sim ou nao?

A.2 - Definigao

A.2.1 - Uma fungdo f(x) € contfnua num ponto a
o seu dominio, se existir lim f(x) e for igual ao valor

f(x) para x = a. el

: ponto de acumulagdo do dominio da f).
£s outras palavras:

Uma fungao f: X—2R (XCR) diz-se continua, no pon
%o a € X quando € possivel tornar f(x)  arbitrariamente
sroximo de f(a), desde que se torne x suficientemente

r&ﬁxim de a

56 faz sentido indagar se f € contfnua no ponto a ,

do a pertence ao dominic da f. 0 mesmo nao  acontece
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em relagao a existéncia do limite, pois quando calculamos
o limite num ponto a, o ponto a € de acumuiagao do domfnio
da fungdo e pode ou nao pertencer a esse dominio (exerci
cio A.1.2).

A.2.2 - Diremos simplesmente, que f: X + R (XC. R) é
continua quando f for contfnua em todos os pontos de seu
dominio.

Exemplo: f: R+ R

X U 2% + 1

8 - Propriedades

B.1. Preliminares

B.1.1 - Sejam R+ R R > R
i e g:
X xz x o 2%

duas funcoes continuas em R. Pergunta-se:

R+ R
h: 2 X = -

Xt x + 27 e continua?

B.1.2 ~Sejaa € R e R+ R

£:d
X x+l

uma fungao continua em R.

Pergunta-se:

R > R
h: Xx*W ax +a é continua?
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8.2 - Propriedades:

B.2.1 - Se as fungoes f,g: X+ R s3o contfnuas no
ponto a € X entao:

1) a Fungio soma F(x) + a(x)

i1} a funcao diferenga: f(x) - g(x)

111) a fungao produto: fi(x) . g(x)

V) a fungdo a.f(x) produto da fungao f(x) pora € R (a
escalar) i

a fungao quociente: f(x) com g(a) # 0 s30  funcdes
continuas em a. g%

Estas propriedades resultam das propriedades operato
rias dos )imltes.

se f(x) € continua no ponto a entdo 3 lim f{x) e

X -+ a

lim f(x) = f(a) ®

- a

se g(x) € continua no ponto a entdo 3 lim g{x) e

X *3
Tim g(x) = g(a) )

@ e @ temos:

Tia [f(x)+g(x)] = lim f(x) + lim g(x) = fla)+g(a)
x+a X+3 X+a



g

8.2.2 - Sejam: f: R—¥R . © g: R—R,
se f(x) € continua no ponto a e g(x) é contfnua no ponto
b = f(a) ent3o a fungao composta g [ F(xﬂé continua ema,

Exemplo:
Sejam: (R =+ R R+ R
i 2 2
Xy 3x42 X+ X

fungoes continuas, calculemos
heg [fl0] = g(3x42) = (3x42)2

h = 9x%+12x+4 que € uma fungao continua h: R+ R,
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UM POUCO DE HISTORIA SOBRE
APARECIMENTO DOS NOMEROS £ DOS DIFERENTES SISTEMAS DE NU

#ERAGAOD
{REFLEXDES SOBRE O ENFOQUE DIDATICQ)

MOEMA SA CARVALHO

Una boa maneira de se desfrutar satisfato
riamente dos conhecimentos cientificos
da atualidade é utilizéd-los na abertura
que proporcionam ao se investigarem oS
passos mais significativos que conduziram
3 sua propria conquista. 0s conhecimen
tos historicos assim adquiridos refletem
uma boa luz na melhor compreensao das te
orias e tecnicas atuais.

0 uso e a construgao da Matemdtica comegaram juntos,

2 elaboragao de modelos capazes de interpretar - situa

%es, a fim de facilitar uma inter-atuagao do homem com 3
lacao defrontada.

Un passo importante na construgao de toda uma teoria
tematica pode ter-se dado no momento em que © homem
rimi tivo construiu um modelo singele para representar

@ situag3o simples do seu dia a dia.

0 exemplo do pastor a controlar o seu rebanho atra
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vés das pedrinhas que colocava em uma sacola, cada pedri
nha correspondendo a uma ovelha, € esclarecedor como uti
1izagao de um modelo.

-Esse modelo singelo, concreto, tangfvel,é um exemplo
bem simples da utilizagdo de uma correspodéncia bijetiva,
no embriZo do processo de contagem.

Modelos palpaveis, concretos, cederam lugar aoutros,
abstratos, nao tao simples, em décorréncia de situacoes no
vas, com maior grau de complexidade. A medida em que as
situagoes se .tornem mais complexas os modelos se enrique
cem, ou se sofisticam, chegando comumente a ultrapassar as
necessidades praticas motivadoras de sua construgao; o que
nao significa um desperdicio, 43 que o modelo assim cons
truido pode levar a estudos mais aprofundados da situagao
de origem, ou a projecoes da mesma. -

Esse mecanismo se repete na Historia da Matematica.

Assim nasceu e cresceu o conjunto N dos naturais ,
dando, posteriormente, origem ao conjunto dos inteiros
dos racionais, dos reais e dos complexos, para citar um
exemplo.

A construgao de M foi lenta & se arrastou por mi1&
nios, a despeito da frase de Kronecker de que "0 conjunto
dos numeros naturais nos foi dado por Deus, tudo o mais
foi feito pelo homem', provaveimente, para expressar a ma

neira espontanea e natural da construgac de N.



49

"A ideia do numero natural nac € um pro
duto pura do pensamento,  Independen te
da experiéncia: os homens  adquirirem
os numeros para depois contarem; pelo
contrario, 0s nimeros naturais foram se
formando lentamente pela pratica da
contagem. A imagem do homem, criando
de uma maneira completa a idéia de nime
ro, para depois aplicd-la a pratica da
contagem, € comoda mas falsa', - (*)

Na construgao gradativa de N encontramos subjacente
ito de correspondéncia 1 a 1 entre conjuntos ou ©
ceito de ordem, em sucessoes cronolagicas de eventos.

Nos sistemas de numeragdo que se faoram formando apare
m por-vezes dificuldades nem sempre contornadas ou so
onadas com eficiéncia imediata. 0 sistema de numera
} que usanos hoje, com notagdo pasicional em base dez, é

05 sistemas numéricos, como os idiomas, as artes, as
micas e os usos, em geral, mostram os efeitos das inte
des de varias culturas.

l‘&mo de Jesus Caraca - Conceitos Fundamentais da Ma

 gematica
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Achados arqueoldgicos permitiram que se concluisse
que povos pré-histdricos, antes mesmo de possuirem uma lin
guagem escrita, contavam e grafavam o resul tado de suas
contagens ou o proprio ato da contagem.

Um osso de animal pré-historico, avalia-se que com
cerca de 30.000 anos, encontrado na Tchecoslovaquia, se
gundo Karl Assolon, em 1937, faz-nos pensar na existéncia
da pratica da contagem nessa época. 0s 55 tracos af encon
trados, dispostos em grupos de 5, induzem-nos a pensar que
alguma coisa ‘deveria estar sendo contada, representando ca
da risco uma unidade. Mantida essa hipotese, estariam uti
lizando a base cinco, como parecem indicar os tragos no oS
so?

Os egfpcios, 3.000 anos a.C., escreviam nameros  bem
grandes. Usavam base dez, como fazemes hoje, mas nao ado
tavam notagac posicional.

A base dez nao aparece como uma constante na evolugao
dos sistemas de numera;éo; outras bases tambem foram usa

das; o mesmo acontece com a notagSo posicional.

Os babilonios, por exemplo, contavam num misto de ba
se sessenta e base dez. Usavam uma notagao posicional em
que faltava precisao: como nao tinham inventado um sfmbo
lo que representasse o papel que zero desempenha em nossa
notagao, sua representagao posicional era ambigua. Num pe
riodo posterior, passaram a usar um simbolo para zero, po
rém, restringindo o seu uso para colocagao entre dois digi

tos; nunca no final de um nomero.
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Outras civilizagoes posteriores, como a dos Maias, no
Exico pré-colombiano, fornecem exemplos do uso de base de
=racao diferente de dez; os maias usavam base vinte, no

-

eao posicional e faziam uso de zero.

Estudos antropologicos, datados de 1889, revelam a
sténcia de tribo primitiva, nao possuidora de linguagem
forita aquela €poca e que contava em base dois.

Examinando a notagao que usamos comumente, que € posi
snal, base dez, e a notagao posicional em outra base, po
o< n3o somente evidenciar com maior clareza os  princi
s basicos em que sc apoia uma notagac posicional  base
a > 1, a € M, com testar o seu uso nas di feren
s civilizagdes,

Tomemos, por exemplo, 2scrito na base dez, como habi
2lmente o 'fazemos, o nimeros 30.529. Interpretemos o
e esta escrito, evidenciando as poténcias de 10 que apa
na composigao desse nlmero:

3=30. 0004500420 + 9 = 3x10 +0x10345x10242x10 49100

Tomemos agora o numero 9, que, interpretado como es
%o em base dez, € 9 x 100 e que pode também ser escrito
o resultante de adigao de convenientes poténcias de

Iz 0 = 1x22 ¢ 0 x2® ¢ 0 x2+1 x2%

Convenciona-se representar essa adigao pelo  slmbolo
#1), e diz-se que esse simbolo representa o nimero  em
st3o na base dois, em notagdo posicional.

Destacaremos os principios gerais:



1. Qualquer numero natural, maior que um, pode servir como
base de sistema de nuneraQSQ&

2. E necessirio dispor-se de uma colegao de simbolos (dfgi
tos ou algarismas) para representar os NUMEros menores
que a3 base, incluindo o zero.

3. Usa-se o principio multiplicativo posicional; i. &, se
a base € a, o algarismo b, colocado na n-ésima posigao,
da direita para a esquerda,devera representar o produto
de b pelo nimero & elevado a poténcia n=1.

k. Usa-se o principio aditivo; i.é, o nimero € a soma dos
produtos indicades na sua representagao.

5, Usa-se a extensdo desse principio para poténcia da ba
se com expoente negativo, marcando com um sinal (vir
gula, por exemplo) a separacao da parte inteira da par.

te menor que um.

Convenciona-se, em geral, indicar a base que esta sen
do usada, colocando-a abalxo do paréntese que deve encer
rar a representagao do numero. A auséncia dessa indicagac
explicita, deve ser interpretada como sendo dez a base de

numeragao que esta sendo usada.

Exemplos:

(]23)a = a’ +2xa + 3"30 ; (2034)5 = 2x53+0x52+3x5+‘lx50

(1,23) = B2 4 2677+ 3770 =1+ 2 4
7

5,23 = 542/10 + 3/10° |

\l'Lu

A extensao dos principios, mencionada em 5, sd foi
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ealizada por volta de 1600 d.C, na Europa Ocidental, com
eremos adiante.

Antes de atingi-la varios outros povos deram suas
mtribuicoes diferentes 3 representagao dos nimeros natu
2is e dos racionais.

0s gregos (cerca de 600 a 300 a.C.) usavamo  princl
s aditivo e o multiplicativo na representagao dos natu

 0s romanos usavam um sistema de numeragao de base dez
- atgarishns sao amplamente conhecidos em nossa época,
sue, mantendo a tradigdo, continuamos a usa-los em oca
es ou designagdes especiais, Utilizavam  principios
'itivo, aditivo, multiplicativo, nibo posicional.

Por exemplo: i1l era 3, VI era 6, X era 1.000, etc .
is tarde passaram a usar o principio subtrativo (rint
u para (V).

0s romanos nao possuiam simbolo para zero, o que lhes
Ficeltava o calculo. Usavam fragdes de denominador do
. A moeda romana “'as'' era subdividida em doze '‘ongas'' .
faziam uso dos principios 3 e 5 citados da nossa  aty
tacao posicional.

fomo seu sistema de numeragao nao lhes facilitava os

os, recorriam a instrumentos auxiliares,os ''abacus''.

@ 3bace eras um quadro ou taboleiro, com ranhuras, nas
solocavam contas ou pedrinhas (“"catculi'), que thes

g 1 itavam efetuar as operagoes. Era o seu modelo mate



Sk
matico tangfvel.

No manejo dos abacos os romanos usavam um misto de Qg
se cinco ¢ base dez. Colocavam as pedrinhas nas ranhuras,
nunca mais do que quatro em cada ranhura. 0 namero cinco
era representado por um pedrinha entre duas ranhuras:
ranhura das unidades e a ranhura das dezenas. 0 numero
cinquenta por uma pedrinha entre a ranhura das dezenas e a
das centenas, e assim por diante. No quadro que segue es
ta representado o nimero 1.817.

Como faziam as adigoes:

O

1000 Colocavam as pedrinhas correspondentes
(o) as duas parcelas, cada parcela de um dos].
O—0—0— 100 lados de uma linha divisoria longi tudi
nal do abaco. Em sequida passavam as pe
10 drinhas, da esquerda para a direita, res.
peitando os princ:pios de base cinco @

0 base dez.

60 i Por exemplo., A soma de 2.358 com 33 era
obtida sequndo os passos indicados nas.
duas figuras seguintes: |

100065 1000 oo 60— 1000
100+-00-6 00 00 © %6 109
1o © 00— 10 10 5660110
l
i 80 566 1 i & { ~
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Esse modo de armar a conta, observe-se, corresponde

de uma notagdo posicional, em que o eSpago vago entre

s ranhuras, quando se faz necessario, desempenha o papel
do zero no nosso sistema de numeragao.

0 uso didatico do abaco estd vol tando 3 moda para o
ensino das quatro operagoes, designado por "aritmética
cangfvel' ou "palpavel".

0 sistema de numeragao usado hoje por quase todos os
sovas do ocidente, o hindu-arabico, vem-nos da India, atra
ves dos povos arabes em sua época de conquistas. Os nime
o5 hindus mais antigos datam do Século 3¢ a,C. Seu siste
na de numeracao se assemelhava ac dos gregos. Nao usavam
notagae posicional, nao possuiam simbelo para zero. Mais
tarde, cerca de 500 d.C. {ou 700} & que foi desenvolvido
um sistema posicional, incluindo o zero.

Os algarismos arabicos comegaram a ser usados na Eurg
sa Ocidental a partir do Século X d.C.

As pedrinhas dos abacos romanos foram gradativamente
sendo substituidas por discos onde eram gravados os nﬁmg
res, nos simbolos hindu-arabicos. Essa substitui¢do encon
crou resisténcias. Era mais facil calcular com o auxilio
= pedrinhas qué se deslocavam, do que abstratamente, atra

o5 de simbolos.

Vencida a resisténcia, per voita do ano 1,000, a 1tad
‘o fei a ploneira em adotar de maneira mais sistematica
rovos simbolos, por necessidade do seu comércio, (3 que

*4, na ocasiao, um centro importante de trocas.
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Leonardo de Pisa, difundiu em livro esse novo pro

so, que penetrou na Alemanha em 1200, na Franga e Inglat
ra em 1300,

.Embora os europeus nessa €poca usassem sistema de n
meragao com base dez, para os naturais, as fragSes eram

critas em base sessenta:

1/60, 1/60° etc.

S6 em 1.600 é que apareceu a idéia de se escrever
as fragoes em base decimal. 0 belga Stevins, (1548-1620)
foi o primeiro a esclarecer sobre as vantagens do uso
uma numeragao decimal completa, que se estendesse a repr

sentagao das fragoes.

-

£ interessante observar as etapas percorridas porele.
Nao utilizava virgula nem ponto, mas indicava de alguma
neira a ordem de grandeza, como veremos a seguir. 0 no
ro que hoje escrevemos como 89,233, por e;emplo, fol suces

sivamente sendo escrito como: !
2 3
v 0°0°06
89 233 (3

89 © 233

89 @*) 233
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Atribuiu-se a Leibniz (i646-1716) e a Harriot (1560-
1) a generalizagdo sistemdtica do tratamento posicio

Leibniz nostrava-se especialmente interessado na base
S para os sistemas de numeragdo. Interpretava os dois
gos sfmbolos, 0 e 1, dessa base, como sendo uma repre
$8c30 do nada (0) e de Deus (1), dos quais tudo se cria
#bracava uma teoria segundo a qual os seres eram cons
os por 'Monadas'', regidas por uma harmonia pré-esta
cida, o que o aproximava da escola pitagorica, para
(o numero era a esséncia de todas as coisas. A esse
sofo e matemtico também se deve, assim como,a Newton,
ises do calculo diferencial.

#olicagdes praticas do cdlculo infinitesimal se desen
através dos Séculos XVII e XVill, nas avaliacdes
@s, volumes, comprimento de curvas, centros de gravi_
. velocidade, aceleracdo, etc. Nessa época foram de

dos processos mecanicos de aux{lio nos calculos.

fgesar do desenvolvimento e uso difundido do calculo
acial, suas bases tedricas permaneceram incompletas.
f@ita de rigor logico permitia que se cometessem erros

Mterpretagdo e tornava o procecimento matematico  da
# wulnerdvel a uma série de criticas, feltas por fI15
% & matematicos mais exigentes.

wchy (1789-1857), Riemann (1826-1866), Weierstrass
397) e outros matematicos do infcio do Século  XIX
‘sram estabelecer uma base tedrica, para os estudos
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dos limites e do cdlculo, em que o rigor se fizesse notar.
d .

Caracterizou-se a continulidade dos reais através

Lcessao de intervalos encaixantes, ou do conceito de  se

quéncias fundamentais, com Cauchy. Cantor e Dedekin

(1831-1916), esclareceram o conceito de continuidade, atra

vés da Idéla do "corte de Dedekind'.

Essas foram caracterizagoes matematicas precisas par
o conceito de continuidade, até entao baseado apenas na

idéias intuitivas.

Estabsleceu~se nessa eépoca o que ficou conhecido co
uma aritmetizagao da analise; construlram-se axiomatizagao
para N, Z, Q@ e R. '

£ digno de nota observar-se que o conjunto dos nﬁqg
ros naturais, o primeiro & aparecer empiricamente, somente
1o Século passado tenha vindo a ser reconstituido em bases
15gicas, por uma axiomatizagao. Intuitive e simples, foi,
calves por isso mesmo, de axiomatizagao dellcada. Convém;
no entanto, nao esquecer que fol, partindo de 8 |, que se
anstruiram e conseguiram as posteriores abstragoes e gene
ralizagdes. Das operagoes Introduzidas em N , de suas ca
scterfsticas basicas, tirou-se o esqueleto de sustentacao
e estruturas algébricas, das mals simples as mais sofisti
adas.

Apos os milénios do seu uso emplrico, um tratamento
axiomatico para N se deve a Peano (1858-1932), matematico
italiano. Em seus axiomas Peano admite a existéncia de um

conjunto de elementos nao definidos, ditos 'nimeros natu
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‘existéncia de um elemento 'zero',0 conceito naco de
- . ;
sucessor''e os relacionaemuma lista decinco axio

ais se podem deduzir todas as propriedades de M.

3 tratamento teorice de N foi feito por Cantor
e alemao (1845~1918), através da teoria dos con

3 com o de ''nimero natural' se podem deduzir as
ks de A.
se possa afirmar que as duas maneiras tedricas

sc20 de N correspondam, respectivamente, a0s pro

@5 historicos:
2 criag3o dos nlmeros naturais através de compara
h guantidades (cardinalidade)

s criagdo dos naturals traduzindo uma sucessao cro

s
-

iogica de eventos (ordinalidade).

istrugoes axiomaticas dos inteiros e dos racio
» ser feitas a partir de N (por simetrizagio ou
ses de =quivaléncia), e 2 dos reais, por classes
acis de sucessoes fundamentais definidas em Q 2
2xiomas de continuidade. '

ndo sobre o exposto, sentimos como € (mportan
trugac empirica de N seguida da de @ no  curso
5. Devem sles constituir base intuitiva, firme, o
g toda uma teoria, além de ser um instrumento
sdispensavel do dia a dia. Uma teoria inoportu
=, antecedendo com regras e propriedades for
dade que deve se estabelecer entre as crian



60

gas e os nimeros, s6 pode ser prejudicial a formagao dess
base intuitiva que se almeja obter como alicerce dos
gressos futuros.

pro

0 manuseio, 0s agrupamentos, as separagoes, as dlst(L
buigdes, as comparagoes,sdo indispensdveis 3 formagdo des
sa intimidade e 3 aquisigao de conceitos de maneira abran
gente e nao apenas formal.

A crianga devera perceber que a Matematica foi  cons
truida para auxiliar e nao para atrapalhar, como tantas
vezes pode parecer, em aulas herméticas e totalmente desii

gadas da capacidade ou interesse do aluno.
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DA TEORIA DE RELATIVIDADE DE EINSTEIN"

Reflexoes do Prof. Christovam Colombo  dos
Santos em homenagem aos formandos de julho
de 1979, da Escola de Minas e Metalurgia
da U.F.0.P,

8, um ano depois da publicagao da Teoria da Re
s, Hermann Minkonwski, professor de Einstein na
@d= de Berna, tinha introduzido o formalismo tg_
mal, adaptado 3 representagdo dos principios da
de ce Einstein,

%€ o pensamento de Minkonwski, "o tempo e o es
smos, desvanecem-se como puras sombras''.

cio Schlick, no seu livro "0 espago e o tempo na
sporanca, completa o pensamento minkonwskiano,
56 a combinagdo do espago e do tempo constitul a
. Cada um desses termos, por si mesmo, 6 uma

fpio, Einstein pareceu reticente em relagao ao
de seu mestre. Reconheceu, porém, logo a sua u
=ndo-lhe cabal adesdo. Vamos aqui expor clara
' s2 chamou ''0 espago-tempo ou, simplesmente
Minkonwski .

DE MINKONWSKI

um espaco de quatro dimensoes, x,y,2,u,
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em que a quarta dimensao € imaginaria: u = ict, ¢, sendo

a velocidade da luz e i, a unidade complexa.

A escolha de notacoes imaginarias, a principio, deu
lugar a muitas conclusdes. Nos comegos da Relatividade ,
intérpretes e comentadores mal informados concluiram que
isto enfraqueceria a real idade das nogdes de tempo ou de
espago-tempo.

Devemos, porém, aqui sublinhar que a realidade de uma
grandeza se traduz por fenomenos que ela permite interpre
tar e n3o depende de modo nenhum das notagoes que lhe con
vencionemos aplicar. Utilizar um sistema de notacoes dife
rentes, ainda que imaginarias naopode alterar a realidade
de um conceito, e eventualmente, pode mesmo permitir  que
certas propriedades alcancem nova maneira mais comoda e in
tuitiva de serem descritas, assim como observa Tonelat, no
seu livro "Histdria da Relatividade". As notagoes imagi
narias no espago-tempo tetradimensional evocam as imagens
intuitivas e generalizam o formalismo simples das relagoes

no espaco usual,

Era preciso indicar aqui o papel representado pelas
notagoes imaginarias e acentuar as simplificagoes tanto for

mais quanto intuitivas que elas permitem obter.

Quero citar como exemplo a notag3o que traduz a rota
cao de um vetor da Geometria plana, quando sofre o giro de
um Angulo y, variando este de zero a 2 m.

- i 4 -
b = e'Y a = (cosy+iseny) a
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2 expressao simbélica de um vetor que sofrearo
£1a contém formalmente a mais bela formula da Ma

, resulta el® +1=20

‘Srmula institui a alianca inesperada entre os na
£ hierarquia e e 7 e as unidades real e
juntos com o indispensavel nimero zero (*)

ador ey s como se sabe, gera uma  di)atagao

gids o= uma rotagdo dada pelo angulo vy.

e

etris, 2 cada grupo de transformagoes, corres
imwariante. Para as transformagdes ditas movi
@55, o invariante & a distancia espacial de
. Para as homotetias, o angulo é o invarian
s transformagoes afins, o invariante € o para
2 mais sofisticadamente, a reta do infinito ou

~ave

aridade, istoc &, a permanéncia da linearidade
mte da projetividade, afinal, na Topologia sao
S @ ordem e 3 continuldade. A passagem das.trans
g Safileo para as de Lorentz, estas, mais ge

fe = 18RS demonstrou a existéncia de  ndme.

gransce tes. Hermite, em 1873 demonstrou a
pscendEncia do numero e. Lindemann provou
B2 & transcendencia de T .

3
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rals e mais precisas, fol o ponto de partida da Teoria da
Relatividade.

A Cinematica classica € a caractrizada pelo grupo ga
lileano. Suponhamos que os dois sistemas Galileanos R e
R', est3o em movimento, um em relagdo ao outro, com a velo
cidade v.

Suponhamos paramaior simplicidade, que o eixo 0'X'des
liza sobre OX, paralelamente a velocidade v, permanecendo
os eixos 0'Y' e 0'Z', respectivamente, paralelas a 0Y e

0Z, durante todo o curso de translagao.

Se (x,y,z,t) sao as coordenadas espaciais e o  tempo
de um acontecimento em relagao a R, e (x',y',z', t') sao
as coordenadas e o tempo do mesmo acontecimento, em rela
c30 a R', subsistem as relagoes:

1) x* =x = vt,y' = y,z'! =2z,¢t' =t

X =x'+ vt,y = y',2z = 2.t = t!

S.
\
L
¢
QL

X
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goes da Cinematica classica. Adotando a mes
: 5 =5
@ m=dir os tempos e supondo que as origens
cidesm na origem dos tempos, ter-se-a:

para t =0; x' =0, para t' =0

2 transformagao (1) com uma transformagao
gomserve o tempo, por exemplo: uma rotagao
rmag30 mais geral, que permite em Mecanl
_ das coordenadas e tempo de um  aconte
 referencia inercial R, as coordenadas e

e

ontecimento, estudado em outra  referén

> @ todas as transformagoes contidas em (1)
B. Quer dizer: Dados trés sistemas Rl'RZ’R3’
- 2 2 l3 posso passar, primeiramente, de
m= transformagao do tipo (1) em  sequida

>

-

s B, por uma transformagao do mesmo tipo;
# retamente, de R, para R3, por uma Unica trans

ssmo tipo. Além disso, existe uma transforma
te passar de R3.a R‘, de R3 a.R'2 e de

= ‘_"_ Ay

seriedsces definem a estrutura de grupo.Assim

me—== o grupo (1),"arupo galileano classico'.

gettleanc, o tempo & absaluto. Senum instan
. s dois pontos fdois  poonteciaentos)

!

.« PESTE Instanle :0. L EmMoS:
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egquacies da Cinematica classica. Adotando & mes
&
jara medir os tempos € Supondo que as origens
dem na origem dos tempos, ter-se-a:

pra t=0; x' =0, para t' =0

> a transformagao (1) com uma transformagao
2rve o tempo, por exemplo: uma rotagao ,
, acao mais geral, que permite em Mecani
‘sassar das coordenadas e tempo de um  aconte
referencia inercial R, as coordenadas e

o acontecimento, estudado em outra referén

> de todas as transformagoes contidas em (1)
' . ‘Quer dizer: Dados trés sistemas RI'RZ‘RS'
e R a3 I3 posso passar, .primeiramente, de
transformagao do tipo (1) em sequida
‘3 por uma transformagdo do mesmo tipo;
eate, de R' para R3. por uma Unica trans
> tipo. Além disso, existe uma transforma
= permite passar de R3 a R'. de R3 aR, e de

=c definem a estrutura de grupo.Assim
e o grupo (1),"grupo galileano classico'’.

Jileaso, o tempo £ absoiuta. 3% aum instan
gcis pontos fdols acontecinentos)

mEssa insianie tu. LETos:



Xp =Xy " vto, x; =X, - vto, donde x'z - x" = %53

Entao,a distancia entre dols pontos e o respectivo i
tervalo de tempo nao mudam.

Como se vé, o invariante do grupo de Galileo € o
mo da Geometria euclidiana; a distancia entre dois p
tos.

Vamos deduzir o invariante dg um novo grupo, propos
por Lorentz, a que Poincaré deu o titulo de "Grupo de
rentz'', em honra do insigne inventor e colaborador da
latividade Restrita.

EQUACUES DE LORENTZ

A transformagao de Lorentz equivale a uma rotagao
togonal dos eixos OX ou OU, no plano OXU, permanecendo |
veis os eixos 0Y e 0Z. No curso desta rotagao ortogona
imaginaria, se m, (x‘ui) e mz(x'I +dx, + dul) design
dois pontos do plano OXU, a quantidade:

m, m, 4 dx% + ’duZ‘ , permanece invariante:

N

dx” + du2 = (dx')2 + (du')2

Consideremos no espaco tetradimensional os pontosi
M, (x,y,z,u) € M, (x + dx, y + dy, z + dz, u + du).
2
A quantidade ‘Hz = dx2 + dy2 * dz2 + du2 =

= dx2 + dy2 4 dzz = t:.zdt2
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——

pte, = virtude de uma propriedade geral
es ortagonais.
ey sz rdut = dxiedyiedzi-cldtl.

ad= £ nula quando:

-
B -

%

cular, os dois acontecimentos, repre

=3 l‘ ”2 correspondem 3 propagagao de
ica de velocidade igual a ¢ no tem

stos s30 ligados por um ralo luminoso que
M., no tempo dt, com velocidade c).

435 dois acontecimentos coincide
5 cdt, da onda luminosa de ve

ario, 0s dois acontecimentos sao 1igados
:
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por um sinal, ou por um ponto material, de velocidade 1
. -
cessariamente menor do que ¢, (w < x) ent3o:

(2) s dxZ + dy2 e czdt2< 0

]

Com efeito, se o sinal ou o ponto tem ume velocidade w <J
entao:
wzdt:2 < czdtz; (w2 - cz) de? < Q0

0 terceiro caso, w > ¢ & impossivel, pois que a veloci
de de um sinal ou de um ponto nao pode ultrapassar a ve
cidade da luz. Nesse caso impossivel, terfamos:

2 2 2
%

dsz-dx +dy2+dz dt2> 0
Os dols acontecimentos seriam tais que nao poderiad

ser ligados por nenhum sinal, mesmo eletromagnético.

Considera~se, em geral a quantidade:

2 2 252 2

LA S L K 2

= dyz - g2

0s relativistas dao os nomes do é do género tempo, +
do £ 0; do € do genéro espago, se positivo.

0 modelo tetradimensional da Relatividade Restrita ct’
ma-se ""Espago tempo'' ou ''Universo' de Minkonwski.

1

Se OPH e OQM, 530 os respectivos contornos das
denadas nos sistemas OXU e OX'U', (Figura 2), on
ne = X, 0Q = u, DQ-X',QMI-u','oom ambos tem a mes

vesultante OMI‘ as projegaes ortogonals sobre qualquer



