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APRESENTACAO

Pado o alto fndice de aceitacao dos modulos Ins
trucionais da ProfS. Estela Kaufman Fainguciernt publicados no '
nimero anterior do Beletim, damos prosseguimento nesse numero
publicacdo dos mesmos. Transcrevemos o modulo 10 do Curso de Mi
velamento em Matematica do TETRAMA (Curso de Técnicos em Trans -
porte marftimo, Petrobras), de sua autoria, versando sobre deri-
vadas.

A seguir publicamos breve artigo sobre uma Geo-
metria Dedutiva, da Prof>. Hoecma Sa Carvalho.

Mantendo o interesse de fazer chegar aos cole -

gas pensamentos significativos de personalidades que se destacam

na area da Educacao ou da Ci&ncia, transcrevemos:

. alguns trechos de pronunciamentos dc Anisio Teixeira ,
extraidos de seu livro '"Educagao nao € Privilégio'.

. uma palestra do Professor Howard Fehr, sobre a me 110 ~
ria da Educagao Matematica, traduzida por Professora

Amélia Maria Horonha Pessoa de Quelroz.

Na segao Rescnha apreciamos o livro recém edita
do "Algebra Linear ¢ Geometria Analltica’ das professoras Estela

Kaufman Fainguelernt e toelir de Carvalho Bordinhao. A

-,



"MODULO INSTRUCIONAL N2 10
DERIVADAS - MAXIMOS E MINIMOS - CONVEXIDADE

PETROSRAS

-

Curso de Técnico em transporte Maritimo(TETRAMA)
Disciplina:iivelamento em Matematica.

42 parte: Elementos de Calculo.

Supervisao: GEPEM (Grupo de Estudo e Pesquisa em Educagao Matema
tica).
Autor do Modulo: Estela Kaufman Fainguelernt

1 - INTRODUCEO

A pedagogia dinamica que esta sendo adotada '
neste Curso preocupa-sc com a comprecnsac ¢ assimilagdo do  que
esta sendo exposto. ilas isto sO acontece se os conhecimentos ja
adquiridos sao usados ¢ficazmente e ativamente tendo em vista A
aplicagoes praticas.

Neste modulo 10 trataremos do estudo de um 1i-
mite particular que € o estudo das derivadas,

Este limite tem tido muitas aplicagoes além da
construgao de¢ tangentes; por exemplo, em Fisica ela. aparecem '
como velocidades, acelcragdes, densidades e correntes clétricas;
em economia, como “lucro marginal'/, "custo marginal''; em quimica
como velocidades de reagoes; em probabilidade, como densidade de
probabilidade, de maneira que para o estudo das derivadas utiti=

za-se uma | inquagem neutra, que possa ser transferida sempre que
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for necessario para as suas diversas aplicagoes.

Como no modulo Y, faremos, agora, um estudo in
formal deste assunto visando mais as aplicagoes praticas do que
a construcao ¢ o desenvolvimento de uma teoria axiomatlzada.

Utilizaremos também neste modulo a técnica de
fichas de tratalho como nos anteriores.

Incluiremos uma atividade optativa que serda !
efetuada por aqueles que terminarem, em menos de 10 horas-aula ,
as quatro atividades obrigatérias.

0 pos~teste sera efetuado quando o aluno tiver
certeza de ter assimilado os conhccimentos contidos nas fichas !
“c trabalho I, Il, |1l e IV ¢ resolvid os grupos de exercicios

propostos.

2 - PRE-REQUISITOS

Ter sido aprovado no pos-teste relativo ao mo-
dulo 5.

3 - VISAO (-LIBAL DO HODULO 10

-Vzja pagina seguinte).



IBJETIVCS ESPECTFICOS

ATIVIDADES

AVAL IAGAO

métrico da dcrivadas.
- identificar outras aplica
coes de derivada.

- identificar fungoes simples

algum pontao.

- Definir derivada de uma fungao

- conheceryo significado gec =

que nao possuem derivadas em

Trabalhe na
ficha |

Efetue os
exercicios do

Grupec |

P~ Calculo das derivadas:

- conhecer as regras de deri-

Trabalhe na
ficha 11

Efetuc os

exercicios do

%- Maximos~minimos=inflexao
- reconheccr a derivada como
um auxilio para esbogar gra

ficos.

pontos criticos de uma fun-
¢ao.

- determinar os pontos criti-
cos de uma fungao.

~ adquirir as técnicas de cal

culo desses pontos.

- jdentificar e diferenciar os

ficha 111

vagao Grupo 11
- algebra das derivadas-formu
las de derivagao para calcu
lo das derivadas.
Trabaihe na Efetue os

exercicios do
Grupa 111




| ATIVIDADES

: OBJETIVOS ESPECTFICOS ' AVAL 1AGAO

| 3

| k- Convexidade Trabalhe na ? Efetue os
- definir conjuntos.convexos | ficha 1V | exercfcios do

I - identificar fungoes con = : Grupo 1V

i VEXAS

| 5- Séries numdricas (optativa) 3 Efetuc os

; - formula de Taylor Trabalhe na | exerclcios do

f - série de Taylor ficha V i Grupo V
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DE TRABALHO
FICHA | - Derivada de uma fungdo

A. Introducdo a Derivada

2.1 Preliminares

A.1.1 Considere a fungao f: IR 4JR definida por
f(x) = X

Seoresente graficamente esta fungdo.

falcsic f (x) para x = 1

Z

#arguc no grafico um ponto qualquer P = (x, f (x)) e o ponto
;e = k"_ v £ (__L)) . Trace a reta que passa por esses !
2 N 2 /

@ois pontos.

|
& Calcule f (x) ~ f (xo) ¢ x = x_; indique essas diferengas
no grafico.

g) Calcule f (x) =~ f(xo) ( Este quociente & chamado re

Y lagao incremental da fungao
0
f e representa a inclina -

¢ao da reta que passa pelos
‘ pontos P & P_ ).
#) Calcule lim f (x) -~ f(xo) ; (lembre~se das propriedades o

X=X, peratérias de limits); procu
T % r¢ levantar a indeterminagao

x X
£ ox 2



SEnc
Calculando o limite acima voce verifica que, quan

se 2proxima de _1 , o ponto P = (x , x ), descrevendo a cur
2

S aproxime de P = L

blvendo os itens acima e analisando o grafico que vocé tra-
wvoc serd capaz de dizer o que acontece com a .eta que
Fsapelos» pentos P e P quando P tende Po sobre a cur-
- ?

A.2 Definigoes

A.2.1 Voce concluiu dos exemplos acima que quando o pon
to P sc aproxim2 do ponto Po , descrevendo a cur
va, a reta L que passa por P ¢ Po se aproxima da
reta quc passa pclo ponto Py » © cuja inclinacao
(ou coeficiente anqular), €

m = lim f (x) - f (_’_Se.)__ quando o 1i

o B, Y xS mite existe.

A reta, passando por P,» € cuja inclinagdo seja
essc limite € dita "reta tangente a curva em BY:

0 limite, quando existe, € dita 2 derivada da !
Fanc3o f(x) em X, € ¢ representada por f' (x).



1) scja £ (x) = ~x2 + X, Calgg‘l._fe‘mos f! (xo).

L 1
.-'f(xo)-(x"-i-x)-(x§+xo)=x2+x-x§"x°

3 3 3 o .
.;jf(xo) R = (x xo)(x+x°)+(x xo)

X K X X = X

-f(xo)a(x'-xo)(x+xo+l) -x+x°+l

x - % (x"xo)
f(x) - f (xo) = lim (x+_x°+l)= 2x, + 1

> S I

° x-x 2

0

2) se¢ja f (x) = xz + x. Calculemos f! (xo) para

Xp =2
(xo) =f' (3) =2x3 + 1 =7 usando o rcsultado do exemplo 1.

(3) =7



3) seja f (x) = x=. talcutemos £ (xo) para

x°-3.
i F(x) - flx) =11 2.2 apl ( )
im X xo = lim x-xo =|lim x+xo
2% X =EN X =3
o X = % % x - x 9
[5) o
= lim (x+xo)=2x°==?.x3=6;f'(3)=6

X =% x
)

Observe que:
iim f (x) = f (3) pois
X =33
lim x2=9 ef(3)=32=9
X =3

A.2.2 Observamos dos exemplos que, f(x) = xz ¢ deriva-

vel em qualquer ponto X = R e que

£ (xo) = 2x0 , € ja sabemos que f (x) = xz é

continuo em R (médulo 9)
Se f (x) € uma fungao definida ¢ continua em um intervalo E  se

f (x) & derivavel em todos os pontos x de um intervalo E, 2 -
ent3o existe uma fungac f' (x) que associa a cada x¢ E, © nime
ro f' (x) = R. Esta nova fung3o, chama=-se fungac derivada de

f(x) ou por dusade linguagem, derivada de f (x).

-9



Por definigao:

Fo(x) = lim F () - f (x) (1)

X =X
g o5

X
o

A derivada da fungao y =y(x), também & indicada

por y' ou por _dy .
dx

Podemos indicar também: x - X, =DX=X = X s X
Su! cituindo em
f (x) - f (xo) = f(xo +.3x) - F (xo) = Ay,
donde ( 1 ) pode ser escrito

f'(xo) = lim f (x0 + x) - f (xo) =lim £y

ax =0 o f:x “» 0 Zax

T

A.3 Propriedade:
Se uma fungao f (x) & derivavel no ponto X de scu
dominio, entao f (x) € contfnua no ponto Xy
Vocé ja sabe o que € funcao derivavel no ponto X,

de seu dominio e também ja conhece a definigdo de funcdo contl -
nua no ponto x (module 9). Tente achar exemplos que ilustrem !
estas propricdades.
Obscrvacao: A afirmagdo A.3 & muito importante no estudo das de-
rivadas; nao darcmes a sua demosntragéo por fugir !
a0s objutivos desse curso mas ela pode ser encontra-
da em qualquer livro de Analisc Matematica (ver bi -
blioarafia no final do modulo 12). 0 método usado !
nesta atividade para dar a 1déia de derivada de uma

fung3o é o metodo de Fermat. 14



B-Significado Geométrico da derivada

8.1 Preliminares
B.1.1 Recordcmos aqui algumas nogoes dadas no 2°%grau.

a) Consideremos um tridngulo retangulo em A.

9
’ ‘;g/‘ ..
(*‘:‘r} §
W !
\)!J.,-" g b
J};i,x' { ; cateto c,0°to a0 gngulo
A
B L Y '/’ J-fA
o~ — " ,u_.,..‘.-uv".

cateto adjacente ao 3ngulo .~

Chama-se tangente do angulo v, € indica-se tg .,
a razdo entre a medida do cateto oposto e a do cateto adjacente.

tg.ul = AC

D ——

AB

p) Coeficiente angular dc uma reta ¢ a tangente do angulo que a

reta forma com o eixo das abcissas (eixo do x)

M h
(4
A o "/ P=(x, ¥
# ik e 3 % ¥
“/{ iy r& 3 Q= (xz » Vz)
\/ 5 o ):'. b —{‘
4 ‘ _/ i .-"—\ A ] tg I’ = y - y
P Xe= X, | 2 !
‘;-!' | = 1 .
| ) ¥ -
o y - X
2 x ¢ X g XZ ‘



8.1.2 Observe o arafico de f.

tar - dixe)

(fiqura 1).

a) Quais as coordenadas dos pontes P ¢ P ?
b) Ouais os pontos que e¢stao determinando a reta s 7

c) O que acontece com a reta s quando o ponto Pl , percorrendo o
grafico da f , sc aprox @2 do ponto Po?

d) Calcule a razdo incremental de f (x) relativa ao ponto Xy = "

¢) Calcule o coeficiente angular da reta s , isto &, calcule !

(tg «)
f) Compare os itens d ¢ e.
g) Complete:

f (x) & derivivel no ponto x . entao para x N
o ponto P, tendc para o ponto ...... .... , © consequentemente, a

reta s tande para 2 posicdo limite, que & a reta cuja inclinagao
¢ a derivads da funcdo f calculada em P_; € a2 reta dita tangente

-

a curva em Po

b )



B,2Conclusao:

B.2.1 A existéncia de f! (xo) significa que o grafico
dc f tem tangente danica t em Po € que o coeficiente angular, da
reta t (fiqura 1) sera:

1 = -
f (xOO lim f (x) - f (xo)

X=X
O

2L 0N
o

. A equagdo da tangentc, t,que passa pelo ponto

P e
o

y - f (xo) = f! (xo) (x - xo)

B.2.2 A derivada de uma fungio f (x), quando existe ,
assume cm cada ponto X, um valor que ¢ o coeficiente angular da
reta tangente ac grafico cartesiano de f (x), no ponto de abcis

s$a X .
(o]

Exemglo:

Qual  a equagdo da rcta tangente 3 parabola de

=~ 2 .
equacao y = x em scu ponto de ahcissa X =31

Solugao:

B b N e 32 =3-2P (3,9)

A derivada da fungao y = x2 € y' = 2x no ponto'
de abcissa 3, temos:
y' =2 x3 =6
@ a equagao da reta tangente 3o grafico cartesiano de f (x) no’
ponto de abcissa X" 3 &

i



y~9=6(x=-3

- N
Yo xo
y!

y~93=6x-18;y =6x-3 ecquagao da tangente
no ponto de coordenadas (3 , 9)
. Tente fazer o grafico desse exemplo.

C-Aplicacoecs de derivadas

C.1 Preliminares:
C.1.]1 Fisica - Cinematica

Sabemos, pelo estudo da Cinematica, que a equa-
ca0 horaria do movimento de um ponto material que descreve uma
trajetoria (curva) « é:

¢ \\ f" _f— s =f (t)

onde s € a abcissa do ponto movel, medida na curva > , no ins B
tante t.

Chama-se velocidade média V> entre os instante

tet,a razao incremental

<
i

i (k) =¥ (. 8 =5 AS

ti~g tei. A%
o} (o}

ol
Q



2 velocidade ne instante t° y 0 limite

v =1lim v =lim f(t) - ”’_to) =lim As = ds =
o
t L t 2t - to At »OM dt
=t = to

COMCLUSAD : Dada a equacdo horaria s = f (t), 2 sua derivada ds_

dt
indica em cada instante t, @ velocidade do ponto ma
terial.

C.1.2 Por outro lado, dada a fungio v = ds = v(T) >
dt

chama-se acelera;éo média am , entre 05 instantecs to etara-
z30 incremental

am-v(t)°v(to) R B N

B t - ;
t to to t

¢ aceleragao no instante t, o limite:

a. =lim a =lim wv(t) - v(toz lim Hv o= dv)

tO
t-at t -t
(o} o]

t -t AL=IO s dt *

[e]

1c



CONCLUSAO: A derivada dv da fungao v = v(t) indica em cada

dt
instante t_ a aceleragao do ponto material.

C.1.3 Se vocé leu com atengac o que fol escrito em

€.1.1 e C.1.2 resolva:

Um ponto material se desloca numa reta e sua equa
gao hordria & s = t° + 3t. Determinar a posicao (s), a velacida
de (v) e a aceleracao (a) do movel nos instantes 0, 1 e 2 do mo-
vimento, Unidades M K S .

Fagca o grafico indicando o percurso. Leia o exemplo '
com atengao e complete usande os resultados anteriores.
C.).4 Exemplo 1

Uma bola de bilhar cai livremente ao lado de uma'
régua e sua posigao € gravada sobre um filme por melo de uma luz
que pisca cada 1/30 segundos, com os resultados mostrados na fi-
gura 1.48. Suponha que comegamos a medfr o tempce quande a bola'
est3 na posigdo marcada t=0. Entao, com toda a exatidao que & ' -
possTvel obter da figura, vamos que s(6/30)=22; s(7/30)=30 '
5(8/30)=39; etc. Assim a velocidade média de t=6/30 a t=8/30

CDDO0O0 0O O O O O O

IOZOSOM)SOGO"OBOQOOWROSOIO”‘O
L I N S | ] ! 1 |




Hao podemos calcular a velocidade propriamente di
ta em um certo instante, 2 partir de uma figura, como a Fig.1.48,
mas obtemos uma aproximacac tomando 2 velocidade média sobre in-
tervalos curtos. Por exemplo, podemos aproximar a velocidade '
s( 7/30) =s' (7/30) tomando as v:locidades médias.

Eperamos entdo que a velocidade no instante
t = 7/30 scja iqual a um certo nimero entre estes dois valores
digamos em torno de 255.

Isso & uma estimativa um pouco grosseira. Para
obter aproximagoes melhores, exigiriamos medidas sobre intervalos
mais curtos, estas aproximacoes tenderiam para a velocidade ;
v ( 7/30). A

Nas aplicacoes, cncaramos a derivada como a Ytaxa
de variacao''. A diferengz s (t) - s (tv) ¢ uma mudanga de posi
¢ao. Dividindo-a pelo tempo t - . gasto pata atingir a nova '
posicao temos a taxa de varlac3o média de s sobre o intervalo de

to a t. Tomando o limite desta razzo quando o intervalo de t a
to diminui para 2éro, eficontramos a taxa de vaPfagdo no instante
to.

C.1.4 ECOMOMIA - LUCRO MARGINAL . CUSTO MARGINAL

Sz y € o custo total da produgao e venda, de x unidades de um de-
terminado produto, ¢ assumindc-se para ser uma fungSo somente de

x, entdo a fungdo do custo total pode ser representada por y=Ff (x).
Virios tipos de fungdes sao usadas para representar a curva do !

custo total; em geral as suas curvas tém as seguintes tendéncias:

45



1. Quando nenhuma unidade ¢ pruduzida, o custo total & zero ou po
sitivo, isto é&: f (0) - 0. Se f (0) > 0, isto reprecenta '
mao de obra ou custo fixo de produgao.

2. 0 custo total aumenta quando x aumenta, assim f' (x) . 0.

3. 0 custo da produgao em quantidades extr:imamente grandes, usual
mente alcanga um ponto do qual ¢l aumenta, aumentando-se¢ a taxa.
Ent3c a curva do custo total tem eventualmente a concavidade vol-

tada para cima, isto &

f1r () > 0

enguanto que em uma limitada classificacao, a curva do custo to =
tal & frequentemente concava para baixo, correspondendo ao decrés
cimo do custo marginal.

Se a fungao do custo total & representada por:

y = f (x)
entao o custo médio por unidade &:
\./ =y = f (x)
x X
S¢ a produgac for aumentada por uma quantidade_ X,
s um determinado nivel de x, ¢ se¢ o aumento corresponie~te no Cus

to for .Y y, entao a média do aumento no custo por unidade aumen-

tada na produgdo scra

AY



¢ o custo marginal € definido come sendo:

Fim sy omody = £ (x)
Kool EAX dx

entao o custo marginal é a derivada de f (x), da fungao do custo

total y = f (x);
A primeira derivada do custo médio (custo marqgi-

nal médio) &:

dy = xf' (x) = f (x)

2
dx X
=0 sece somente se
xf' {(x) - f(x) =0

isto € f {x) = xf' (x) o3 f(x) = £ (x)

Entao as curvas do custo médio & do custc margi-
nal, interceptam-se no ponto em que a derivada do custo medio se

anula (de minimo do custo médio).

C.2 CONCLUSAD

€.2.] Além das aplicacoes dadas, existem muitas outras
como Densidade, corrente, gradiente ctc que omitiremos por fu =
gir aos objetivos desse curso, ¢ que podem ser encontradas em al

guns livros de cdlculo. (Ver bibliografia no final do modulo 12).
&<



D Fungoes que nao possuem derivadas em alguns pontos em
que estao definidas.

D.1 Preliminares

-

D.1.1 Consideremos a fungae f : i

N, ey 0GF

X =3 X

a) Calcule a raz3o incremental de f (x) relativa ao ponto

x = 1
[o)

b) Calcule:
1) lim £ (x) -f/( )

o
X el e U (j& foi estudado no
2 Modulo 3 )
2) lim £l = F(x)
X - |+
X = X
e

c) Analise os resultados encentrados nos itens 2 e b.
A derivada f' (1) existe ?
Justifique 2 sua resposta.

d) Repita os itens a, b, ¢, mas agora relativ’ 2 ponto x,=0

e) A derivada f' (0) existe 7
Justifique sua resposta.



D.1.2 Consideremos a f: # ¥ fhe

3) Faga o grafico
b) Caleule F (1)

c) 0 que vocé diz a respeito de f' (D) ?

D.2 CONCLUSAD

0.2.1. tom vocds verificaram nos cxemplos acima exis-
tem fungoes que nao possuem derivadas em alguns pontos em que es
tao definidas.

Enunciarcmos algumas observagoss importantes:

Ja vimos anteriormente que

f! (xo) = lim f(x) - f (xo)

X = X
(e}

1) Sc o citado limite nao existir ou existir e for igual a +. -
ou -~ <t diremos que a fungao f (x) nao & derivavel no
ponto x_, isto €,

o 4
4 f’ X
(x,)
2) Se o limite da razao incremental existir apenas para x -3 X

pela direita ou pela esquerda, diremos que a derivada g late
ral. Em sTmbclos indicaremos:

L)
-2



b)

1)

lim fbxy = ¢ (xo) = f! (xo) derivada a esquerda de X

X X
X = x
o
lim f(x) - f(x)=Ff (x) derivade 3 direita de x
(% + o} e}
X X
x = x
o
S £l =) = H a
Se f! (xo) fid (xo) 1= f (xo) diremos que a fungao f (x)

¢ derivavel no ponto X, .

21 > 1 -~
Se existem f' (xo) ¢ f) (xo) mas f! (xo) # £ (xo) entao

n.o existe f' (xo).

Grupos de exercicios.

51 Grupo |

Seja a fungao f: 2 -3 ! definida por f (x) =2x + 3 ,
examine os dados fornecidos ¢ assinale as afirmagdes corret:s.
Dados:

f(x) =2x + 3
x, = 3 \ - f(x) = f(xo) ,f(x) - f(3)=2x -6
fx) =f(3) =39}

-

X =X, X = 3 X =3

W™
)



b)

d)

e)

f)

a)

2)

3)

5)

{ ) a razao incremental de f (x) relativa ao ponto

x°=352x-6

x = 6
( Y 1lim F(x) - f(3) =1
X% X = 3 2
( ) lim f(x) =f(3) =12
x -3 2 T 8
( ) a derivada de f (x) no pontc %= 3 & igual a 2.
( ) a derivada de f (x) no ponto x =3 ¢ igual a1 _
2
{ ) £ (3) = 2
{ y £ (3) = 3
Scja a fungdo f: - - '« definida por f (x) = x>. Usando a
definicao de derivada calcule
#' (1), £ (3} & F* (xb)
3

Determinar a cquacac da tangente a curva definida por y = x

no ponto P de abcissa X, = 2
Uma particula percorre uma curva segundo ¢ lei:

3

s =10 + 6t2 -~ t7 (s em cm e t em sequndos) .
Determinar:

a) o instante em quc a velocidade € nula.



5(

6)

n

b} a aceleragao nusse instante.

c) o espago percorrido até esse instante.

Sejn f: 0 = 57 definida por £ (x) = °/ x

a) Calcule f' (1)
b) 0 que vocé pode afirmar a respeito de f' (G) ?

A Companhiz Manufaturcira de Maquinas Presidente, possui uma

fungao do custo total represantada pela equagao.

?.x3 - 3x2 e 12X

a equacao que representa a funcdo custo marginal?

[

a) qual
b) qual & a eguacao para fung3c do custo médio?

Para cada uma das seguintes funcoes do custo total; ache o

custo marginal
a) y_ = 1000x - 180x% + 3x°

b) Ve ™ 220 + 55x - 2x3+-x“

%



6 ~ GABARITOS DAS FICHAS DE TRASALHO

&.1 FICHA |

a)

SRR LR,

- SR U x

P =i fier)

B f(x) = AL
2§\ 2! .

c) Os pontos P e P 13 ¢stio marcados 1o grafico como também a
reta que os une.

d f ) - Flx) = & -]

AEY



o
S
-
—_—
X
S
'
ﬂ‘
—
o~
<)
'
"
x
"~
]
“1

x -
X - x =
2 2
fFx) ~ f(x) =x + 1
O e ———
2 y: % ok
R 2
£) lim f(x)'f(x°)=lim x + 1 .= 1 +1 =]
X % Xy U 5f o s
x = x

o 2

g) Quando o ponte P se aproxima de Pe‘ a reta que passa pelos
pontos P e Po’ s¢ aproximz da reta tangente que passa por Po.

5

8.1.1 Recordacac de alguns conceitos dados no 2° grau.
B.]IZ

{-(K)"{(Ko)




a)

b)
c)
d)

e)

f)

Coordenadas do ponto P_ s3o (x, , f (xb))
Coordenadas do ponto P sac (x , f (x))
0s pontos quc determinam = reta s s20 P e Py

A reta s aproxima-se da reta t.

f{x) ~ ¢ (x)

X = X
Q

toal = f(x) - 7 (x)

X = Xx
0

Os itens d ¢ ¢ sao iguais.

f (x) € derivave! no ponto % entao para X{-> X, 0 ponto Pl
tende para o ponto Po. & consequentemente, a reta s tende pa-
ra a posicao iimite que € 2 rcta t , que € por definigao a

tangentc geométrica ao grafice da f no ponto P.

Grafico do exemplo da conclusao B.2.2.

ALY
0 0
1o f2 IR — R
=] | X -2 X
2 b4
-2 &
3 | 9 a



-5 -4

c 5'

C.1.1 Resolugac no texto.

C.1.2 Resolugdo mo texto.

c.loS
Inicialmente vamos
obter as derivadas: e 4, t=% gm 122
e —_— —
> F‘; Fi

‘8
usando a definigao de derivada

v-_d__s_=2t+3
dt

usando movamente a definigac de derivada: a = _dv = 2
dt s




Entao, temos :

(
|
t=20
Analogamente:
—
f
t=1 = -'i

(.

t =2 '-"-)“.‘.

S

v

-

so-(3)2+3(0)=0m

(obtido da equagao s = 2 4 3t)

a =2l
o

(cbtido de _dv_ =

v = 2{3) + 3

dt

=3 m/s
{obtidc de ds = 2t + 3)

dt

s, =M +30) = bm

v'=2(1)03=5m/s

al-ZOIsz

523(2)24»3(2) =10 m
v, =2{(2) # 3 =7 m/s

2)

2
2
{ a= 2, = 2 afs
c.1.h
A velocidads mecdia de t =6/30 a
s (8/30) - s{€/38) = 17 = 255
&/30 - &/39 1/15

t = 8/30

e

8



e a velocidade média & t =1/2 2 t =1/2 sera

s(1/2) - s{if3) = 131 - 60 = 426
/2 - /3 1/6

Podesos =oroximar a velocidade v(7/30) toman-
do as velocidades medizs, d= s(3/30) em relagdo s(7/30) e a
5(7/30) em rclacao a s(8/32).

s(8/30) - s{7/38) = 279

1/30
s(6/30) - s{z/33) = -2 = 240
0 - /38 -1/30
D
D.1.1 f: ¥ - F
X e=—> | x|
a) Ixt = 111
x = 1
b) je L TR S
x=1 e i x=>1_ 5 o 1y
2= lim ixt - 11! =lim x = 1 = |
x= 1 x - 1 x->1 x = 1
+ -

ok



¢) f' (1) existe pois existem os limites laterais e cles sao0
iquais.

d) i "
definigac de modulo

,!'_L =1 para x 0

x
£ (x) = F(0) = ixi - 3= Ixix=
x = 0 X =3 x!:x_a-lparax"'ﬂ
{ x
~

entao

lim F()=£(@ =ti=s (-1) =-1=>fL (0) =~}

x-0_ x = @ x=0_

1im f (x) -f(0) = li= (1) =1 =7 f', (0) = 1

x> - =0
+ X o x

+

coacluimos que 2 funga £ [x) = Ixl ndo & derivavel no ponto
R 0, portanto n30 2 £ (3).

Mes 2 funcao f (x) = Ix) € continua no ponto
x°=0pols lim ixl =8 = f (0) e no entanto, f (x) = IxI

x =0

nao & derivavel no mesmo ponto pois como vemos acima

v

fi (0) = "l - f‘; (0) = ‘

Al



Analisando o grafico dessa funcao:

-~ Y

b N
S'g._.—-- —---»a-a.--w-’

| X

e podemos concluir que 2 re'cfproca da afirmag2o A.2.3 nao € ver
dadeira, isto &
afirmacao A.2.3

“Se uma fung3o f (x) € derivavel no ponto x_

de seu dominio ent3o f (x) € continua no ponto X LS

Mas, nem toda fungao contfnua em um ponto X

de seu domfnio € derivavel nesste ponto.

|sto vocas verificaram com o exemplo acima.

D.1.2 - -':""') L“.,
2 -
‘/- ( ]/2 ]

= ~*ix

- "_w'}

a)

x
<

W - O
W N -0




b) Calculo de f' (1)

B R R Ly o

x=s 1 x = 1 xr=1 x = 1

1/2
= lim (x -1 =1lim 1 =

XV (M2 _ e MR x—>1 A,

OBSERVAGAQ:
Da mesma mancira, encontr .nos a derivada para

qualquer ponto xo) 0.

isto & :
lim fx) - f{x) =1lim Wi xo‘/z =
x> X o T X=X s
o o

54



lim x”z -x'/2
o = 1 1

XX
o (V2. xllz (% 4 x;/z) ZxIC/2 2 fx

IRC - (xn) = 1

2fx,

¢) Usando o item b, verificamos que f' (0) nao existe.
e po:ii

Observamos gue f' (xo) =
2 & X,
tivo e cresce continuamente quando x ——% 0. Como vocés
podem observar no grafico 2 tangente sobe sempre da esquer
da para a direita e € quase vertical em pontos proximos ao
zero.

Como ja vimos a derivada da cocficiente angu-
lar da tangentc em cada ponto ¢ nos satemos que quando  ©

angulo mede 302 2 tangentc nao existe.

8 - GABARITOS DOS GRUPGS DE EXERCICI0S

3.1 GRUPO i

By

D f () =1lim fix) - f£0) =1lim x

% =>] e 1 Xal x - 1

= lim (x2+x+l) (x=-1) =3

L | S

&



£ () =1im F () = fF(3) =1lim x - 27
x=3 % v x-*3 3
= 1im (x2+3x+9)(x'3)=
X-23 X = 3
— g 2
=1lim (X + 3x +9) =127
X3
- © P 3 .
! (xo)=||m f (x) f(xo) lim  x
X X XX
9 X = X X -
o
= 1im (x-xo)(xz+xx0+><§)=
X =X
o
x - X
o
= lim (xz-!- xxo-rxi)'?:xg
X X
o
2) .a; ¢,.d, £.
3) Seja £ (x) =x3 , ho ponto x°=2
3
f(xo) = (2)" =§
f2) =lin £ - fx) =lin OB
X 42 x =2 =g
x - %
o

5



=lim (x - 2)(x2 + 2x + &)
X2 (x = 2)

lim (x2 + 2x + 4) =12 logo o coeficiente angular da

X=-2 tangente é m = 2.

O

A eguagao da tangente que passa pelo ponto P (2 , 8)
y =~ 8 = 12 (x - 2)
2 3
4) s =10+ 1L ¢ ~ t

a) s' (t) = v fazendo raciocinio analogo aos anteriores

&F [t} = 12t = 3% a v

t=0
v = 12t - 3t2 , v =02t - 3t2 =
“t=h

vi(d) =0 e v (4 =20

b) Aceleragac v' (t) = a

a (t) =12 ~ Gtz

no instante t =10
a (8) =12 - 5 (0)% = 12
no instante t =4

a(4) =12~6xh =-12



