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"EM NOSSAS CLASSES"
"QUAL E A IDADE DO COMANDANTE"

Equipe "Elémentaire” do IREM de
Grenoble, Franca*

Quando nos interessamos pelos problemas propostos as cri
ancas nas escolas elementares, acreditavamos que, ao resolve
rem um problema, as criangas levassem em consideracao a ade-
auacao dos dados do problema proposto (fosse ele montado a
partir de situacoes familiares ou de situacoes imaginarias):

-Um de nos resolveu testar essa opiniao estabelecida a
griori e propos a 97 alunos de CE1 e CE2 (**) o problema se-
suinte:

"Em um barco ha 26 carneiros e 10 cabras.
Qual e a idade do comandante ?"

Pois bem, entre os 97 alunos testados, 76 deram a ™idade
ilb comandante", utilizando os numeros que figuravam no enun
'tiado.

Essa porcentagem tao grande de respostas nos levou a pro

2or 0 mesmo tipo de enunciado a diversas classes, nos dife-
| meates niveis da escola elementar.

f(‘) Tradugao do artigo publicado no Boletim n@ 323, abril
1980, da ARMEP (Association des Professeurs de Mathemati
ques de L'Enseignement), Paris, Franca.

I*%) CE1 e CE2: classes elementares 1 e 2, que correspondem
as nossas 12 e 22 séries do 19 grau (N.T.).
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0s resultados dessa observagao estao tabulados mais adi-
ante.

Formulamos uma série de enunciados "absurdos", baseados
no modelo da "idade do comandante", e os propusemos indivi-
dualmente, e por escrito, aos alunos de 7 classes de CE e 6
classes de CM (*):

1 - Tenho 9 caramelos no meu bolso esquerdo e 4 piruli-
tos no meu bolso direito. Qual & a idade do meu pai?

2 - Em uma pastagem ha 125 carneiros e 5 cachorros. Qual
& a idade do pastor das ovelhas?

3 - Em uma classe ha 12 meninas e 13 meninos. Qual € a
jdade da professora?

4 - Um pastor cuida de 360 carneiros e tem 10 caes. Qual
€ a sua idade?

5 - Em um barco ha 36 carneiros; 10 cairam na agua, Qual
e a idade do comandante?

6 - H3 7 filas de 4 carteiras na classe. Qual & a idade

da professora?
Cada enunciado foi acompanhado pela pergunta:
"0 que vocé pensa desse problema?"

Essa indagacao nos permitiu <onstatar que alguns alunos
exprimiam duvidas sobre o problema, embora lhe desse uma res

posta.

(*) CM: Curso médio. CM1 e CM2 correspondem as nossas 3?2 e
42 s@ries do 19 grau. (N.T.).
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“E um pouco estranho."
2u ainda:

“0 comandante do barco tem 26 anos.”
"Eu acho que esta bem, mas ndo vejo qual € a rela
¢ao entre os carneiros e o comandante."

Levando em consideragao esse tipo de respostas, abtive-
mos os seguintes resultados:

Resposta sem|Resposta|Alegacao|Avaliacao |Folha | Numero
exprimir du-|exprimin|de que(em que | em total
vida sobre o|do duvi|nao po-[ndo eram|bran- de
problema da sobre|dia res-|considera| co |alunos
o proble|ponder afdos os da
ma questao |dos do
problema
[Z 127 16 20 0 8 171
P- 23 13 74 5 3 | 18

Embora possamos notar um desvio consideravel entre as
r=spostas dos alunos de CE e as respostas dos alunos de CM -
©=rca de tres quartos do numero de criangas de CE encontra-
¥2m a "idade do comandante", enquanto em CM somente um terco
@ tenha feito - essas proporcOes permanecem significativas e
e inquietantes.

Nao se trata no entanto de afirmar apressadamente que os
2lunos nao se preocupem com o enunciado.

Algumas observacdes nos mostram que eles de fato se aper
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posta numerica.

Vejamos alguns exemplos:

- A uma classe CE2 propusemos sucessivamente os enunciados
nos 5 e 6. Num total de 28 alunos, 9 tiveram um procedi :
to contraditorio: afirmaram que nao podiam ou que ndo s
biam resolver o problema nQ 5 mas resolveram o nQ 6.

Seguem alguns exemplos de respostas desses alunos:

Ne 5

NO 6

Como posso saber a idade

- a professora tem

Ana do comandante? anos 7
nao se pode saber x 4
28
eu nao compreendo porque eu penso que a pro
primeiro voce falou de fessora tem 28 an
= carneiro e depois de co- porque eu fiz 4 x
Natalia mandante . = 28
eu acho que esse probi:- eu acho que esse p
ma € um pouco estranho. 2lema e muito faci
por que falam de carnei- eu penso que a pro-
ros e depois perguntam a fessora tem 28 ano
Pedro idade do comandante? porque 4 x 7 = 28

eu penso que e idiota
porque falam de carnei-
ros e depois de comandan
te.

acho que esta ques
tao e menos boba g
a outra.
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- A uma crianca de CE1 a quem propusemos o problema se-
guinte:

"Voce tem 10 13pis vermelhos no seu bolso esquerdo. Que
idade voce tem?" '

A crianga respondeu: 20 anos.

Chamamos sua atencao para 0 fato de que ela sabia perfei
tamente qual era a sua idade, e a crianca respondeu: "sim,
mas 0 erro € seu, VOCE nao me deu 0s numeros certos'"

Podemos tambeém indagar o que leva uma crianga a escolher
uma determinada operagao:

- que papel desempenham as palavras que as induzem?
- qual e a influencia da atual aprendizagem escolar?
- que papel desempenha a verossimilhanca do resultado?

Vejamos a esse respeito extrato de entrevista de um alu-
no CM1 (enunciado nQ 2)

Depois de um tempo de hesitacao.

Aluno: - Esse problema & dificil ... eu ndo pensei que
se pudesse fazer 125 divivido por 5.

Professor: - Vocé poderia fazer uma adigao?

Aluno: - Sim.

Professor: - Quanto vocé teria encontrado?

Aluno: - 120.

Professor: - Voce poderia ter feito uma subtracao?"

Aluno: - Encontraria 120.
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Professor: - Qual & a idade do pastor?
(Silencio)
- Por que voce fez uma divisao?
(Silencio)

Aluno: - Nao sei (silencio). Porque 125 + 5 = 130 & um
pouco exagerado e 125 - 5 = 120 ainda € muito,
enquanto que 125 = 5 = 25 serve, mas nao sei
se esta certo.

Professor: - Por que voce esta hesitando? Vocé nao tem
certeza de que € 25 anos?

Aluno: - Acho que @ 25 anos.

Esses resultados nos levam a questionar sobre a maneira
pela qual o enunciado de um problema e compreendido . pelos
alunos. Em particular, nos questionamos por que um numero
tao grande de criancas (127 em 171 no CE e 23 em 118 no CM)
levou a sério nossos enunciados de problemas "absurdos",nas
condicoes em que esse levantamento foi feito, isto e, em
classe, e sob a forma de um trabalho escrito.

Devemos admitir que

ou esses problemas nao lhes pareceram absurdos
ou as criangas nao se preocupam com a pertinéncia  dos
dados em relacao a questao proposta.

A segunda hipotese parece confirmar o fato de que, quan
do pediamos aos alunos que inventassem problemas, verifica-
mos que eles respeitavam sempre a coeréncia da forma, mas
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sunca a coerencia logica.
Veja-se, a titulo de exemplo, um caso extremo.

Trata-se de um problema, criado e resolvido por uma cri-
a ~ . - .
anca da 5- serie. Constata-se aj perfeitamente que somente
25 formas sao respeitadas.
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Esse fato nos levou evidentemente a nos questionarmos sg
bre guando e como se ensina as criancas a encontrar ou a pro
curar a logica intrinseca do texto. Certamente & um vasto
problema, e podemos aborda-lo sob numerosos angulos. De nos-
sa parte, comecamos a refletir sobre os enunciados dos pro-
blemas, tal como aparecem nos livros didaticos. Escolhemos
intencionalmente alguns enunciados de livros antigos, de 1i-
vros atuais e das proprias criancas, para reproduzi-los aqui
sem os distinguir quanto a sua origem.

Vejamos, paralelamente, um enunciado de crianca ¢ doiﬂ

enunciados de Tivros didaticos (um antigo, um novo); sao
trés "problemas-maratona", tipicos.

Dois trabalhadores em uma dia fizeram bainha em
somente dois lados de trés dezenas de lencos quadrados
de 0,55 m de lado, e cada um deles recebeu 2 fr. Se ti
vessem sido pagos proporcionalmente ao trabalho feito,
um teria recebido 2fr25 e o outro 1 fr75.

Isto posto, pergunta-se quantos pontos fez cada
trabalhador e qual o prego pago por 1.000 pontos, saben-
do que ha 84 pontos em Oml2 de bainha.




' Vocé precisava de um cadernol
novo .
Saiu de casa as 17h15m e, de|
pois de andar durante 9m viu
gue tinha se esquecido do dij
sheiro. Voltou para o apa-
shar e tornou a sair imedia-
tamente. Esperou na papela-
ria 12m para ser atendido.
u de volta a3 sua casa

25 18h9m.
Lalcule:

2) 0 tempo que vocé perdeu
gor ter esquecido o dinheij-

o.
0 tempo que vocé teria
para fazer o que fez,

nao tivesse esquecido o
Weiro.

Sabendo que voce andou a
idade de 4.200km/h, a
distancia de sua casa

2 papelaria.

Uma prefeitura organizou um
desfile de carruagens flori
das. Para uma carruagem

ser enfeitada sao necessa-
rias 999 flores. Sabendo
que ha 15 carruagens, quan-
tas flores serao necessa-

rias?

Com um rolo de 1,50m por Im
podem-se fazer 11 flores.
Quantos rolos serao necessa
rios para enfeitar 15 car-
ruagens?

Um rolo custa 3f. Para fa-
zer 9 flores leva-se 1
ra.

ho-

Ha 5 empregados que ganham
15f por hora. Qual e a des-
pesa da prefeitura?




Que esperamos desenvolver nas criangas, usando esse ti-
po de enunciado (que eles proprios reproduzem)?

Para "concretizar" um modelo numérico simples (no caso
uma soma algébrica), fabricam-se por vezes enunciados verbo

sos e embrulhados:

Um general partiu para uma
expedicao com 13.000 ho-
mens, deixou 600 para guar
dar uma pequena praca; ao
mesmo tempo, recebeu um
reforco de 800 homens: 450
foram obrigados a ficar no
hospital; ele pedira 3.500
mas sO recebeu 2.730 e dei
xou 1.750 em diversos pos-
tos; com quantos homens

chegou ao seu destino?

Em uma empresa ha 2.001 vei
culos, 39 precisando de re-
visao. 160 devem ser encami
nhados para serem vendidos.
Devem ser exportados para o
estrangeiro 350; depois 250
devem ser pintados. Volta-
ram 650 veiculos para con-
serto, mas 505 foram distri
buidos.

Quantos veiculos ficaram na
empresa?

Nao € mais a capacidade da crianga de reconhecer e fazer

funcionar o modelo numérico que-esta em jogo, mas sua capaci

dade de decodificar uma linguagem complicada.

Busquemos caricaturas de situagoes concretas:
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voados de 75 cada?

principe, querendo recompensar
provincia pelos servicos que
cebeu, determinou uma diminui-

20 de impostos de 137.790fr. A
uanto importa a diminuigao ‘“per
capita”, se ha 2 cidades de 9.000
habitantes, 6 aldeias de 350 cada
wuna, 12 vilas de 120 cada e 19 po

Enfim um politico
que controla cuidado-
samente a demografia:
exatamente 9.000 habi
tantes por cidade,350
por aldeia, etc.

iva as saladas pro-
amadas com estragos

ssas alfaces comuns
‘que se compram na fei
‘ra pesadas na hora,
mas de aristocraticas
alfaces de laborato-
rio das quais "medi-
mos a massa" !

Monica comprou 3 pés de alface, pe|
sando cada um 300 gr. De cada alfa
ce retirou 70 gr. de folhas estra-
gadas.

Preparou uma salada com o que so-
brou das 3 alfaces.

Ache a medida da massa da salada.
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| Pedro e Carolina sao irmao e irma de uma familia
de trés filhos. Moram em Paris, rua Rivoli. Eles
brincam fazendo um jogo sobre conjuntos. Pedro
forma um conjunto e da a Carolina a seguinte in-
formacao:

A={p, 7, celina 3}
Carolina forma um conjunto e da a Pedro a infor-

magao:

B = {o numero de nosso prédio, o nome de
minha irma, a inicial do nome do meu
irmdo, a idade de mamie }

Pedro e Carolina riem; eles formaram o mesmo
conjunto! Que igualdade eles podem escrever?
Vocé pode agora:

- Dar a idade de sua mae

Adivinhar o nome da irmazinha
- Escrever o enderego completo da familia
Conhecer a inicial do nome do irmao.

Pedro e
Caroli-
na nao
sao 0s
unicos

a rir !



59

Complete a ultima frase em cada Acredita-se levar as

e T e criancas a "fazer logi

' K mesa, papai esta em frente 3

ca"?
MAMALS BNEAO . ivuvs vasncirosns TR
R mesa, papai esta ao lado de parece proprio a inci-
|'Marcoss entao: (.5 veedsiion snes ta-los a ter imagina-
2 cao !

Para medir, pregar pregos ...

Um garoto mede 1,60m. Pre
cisa pregar um prego a
uma altura de 2,45m.
Subindo numa mesa, sua ca
beca chega a altura do lu
gar do prego. Qual €, em
cm, a altura da mesa?
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Vejamos finalmente, alguns exemplos de enunciados que es
timulam as criancas a utilizar um modelo que nao &, absoluta
mente, adaptado a situagao proposta.

No espaco de tempo de 26 Um tubo de 159 de pomada deu
anos, 0s exercitos france para cerca de 50 aplicacoes.
ses obtiveram 624 vito- Que massa de pomada, expres-
rias; nessas condigoes, sa em gramas, depois em cg
quantas batalhas foram foi utilizada em cada aplici
vencidas cada ano? ¢ao?

Antes de terminar, devemos frisar que absolutamente nao
€ nossa intencdo apresentar o problema como uma atividade i-
nutil e ultrapassada. Os problemas cujo enunciado sdo do ti
po classico nos parecem ter seu lugar no ensino elementar,
sob a condigao de se eliminar a indumentaria que os torna
ridiculos, como acabamos de ver nos exemplos citados.

E muito importante nao nos condicionarmos a "dar ares de
concreto” a um modelo matematico que queremos tornar reconhe
civel e aplicavel pelas criangas. Devemos prestar muita
atencao para que a histdoria que se conta tenha um sentido
para elas. (Algumas situagoes imaginarias fazem, por vezes,
muito mais sentido que certos problemas ditos "concretos").

Fique bem claro que uma verdadeira aprendizagem de reso-
lucao de problemas deve ser feita sob muitas outras formas
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ém de problemas com enunciados verbais.

A esse respeito recomendamos ao leitor os arti-
e obras seguintes:

"Elem. Math. 5: Aides pedagogiques_pour le CE"
(paragraphe sur le probleme) edicao 1' APMEP

"Ermel: "“Cours elementaire", edigao OCDL.

"Exercices - Problemes- Situations - Recher-

ches" de Roland Charney; pode-se encontrar es-
se artigo:

. seja no ZOOM-Avant n? 4, Ecoles Normales et
IREM de Lyon

- seja no Grand N (n? 7), Revue pour 1'enseig
nement des maths. a 1'ecole elementaire, e-
digao de CRDP e IREM de Grenoble.

"Les problemes a 1'école élémentaire” de Jean
Daniau,Grand N n9 6 ou Bulletin APMEP no 301.



62
COMENTARIOS SOBRE EDUCAGAO MATEMATICA™

Jean Piaget
Tradugao de Leila Alcure

A orientagao que consideramos deva ser dada a
educa¢do matematica depende, naturalmente, da in-
terpretagao adotada do desenvolvimento psicologico
ou de aquisicao de operagdes e estruturas 10gico-
-matematicas; esta interpretagao depende igualmen
te do sentido epistemologico dado a tais coisas,
estando as questdes de sua psicogénese e seu signi
ficado epistemologico intimamente relacionadas.

Se o platonismo esta certo e as entidades mate
maticas existem independentemente do sujeito, ou
se o positivismo 10ogico esta correto ao reduzi-los
a sintaxe geral e semantica, em qualquer dos ca-
sos, seria justificavel enfatizar a simples trans-
missao da verdade do professor para o aluno e usar,
tao logo seja possivel, sem se preocupar muito com
as idéias espontaneas das criangas.

Nos, ao contrario, acreditamos que existe, na
fungao de desenvolvimento da inteligencia como um
todo, uma gradual e espontanea construgao das es-
truturas 1d0gico-matematicas elementares e que es-

(*) Texto extraido de "DEVELOPMENTS IN MATHEMATI-
CAL EDUCATION". Editado por A.G. Howson, Cam
bridge University Press, 1973.
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sas estruturas "naturais" ("naturais" no sentido de
numeros naturais) estdo muito mais proximas dagque-
las usadas na matematica moderna que daquelas usa-
das na matematica tradicional. Existe, por isso,
uma quantidade de fatos que, em geral, sao pouco co
nhecidos do professor, mas que, uma vez ele tenha
melhor conhecimento psicologico, lhe seria de gran-
de utilidade e o auxiliariam muito, em vez de tor-
nar as coisas mais complicadas. Isto tambéem favore
ceria o aparecimento de vocacoes criativas nos alu
nos que nao mais seriam tratados como simples "ins-
trumentos receptores”.

Contudo, para chegar a este estagio, @ necessa-
rio revisar nossas ideias acerca da relacgao entre
linguagem e agao. Parece, de fato, psicologicamen-
te claro, ncue a logica nao provem da linguagem mas
de fonte mais profunda e isto pode ser encontrado
na coordena¢ao geral das agoes. De fato, antes de
qualquer linguagem, num nivel puramente sensorio-mo
tor, as agoes sao susceptiveis de repeticio e a ge-
neralizagao constroi assim o que podemos chamar de
esquemas de assimilagao. Esses esquemas se organi-
zam de acordo com certas leis e seria impossivel ne
gar a relacao entre estas e as leis da logica. Dois
esquemas podem ser coordenados ou dissociados (reu-
niao), um pode estar parcialmente incluido no outro
{inclus3ao) ou possuir apenas uma parte em comum com
o outro (intersecao); as partes de um esquema ou a
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coordenagao de dois ou mais esquemas podem permi-
tir uma ordem invariante de sucessao ou certas per
mutacoes (tipos de ordens) tais como corresponden
cia um a um, um a varios ou varios a um (bijegoes,
etc.) e, quando um esquema atinge a um objetivo
na agao, e contraditorio para o sujeito ir na dire
cio oposta. Em resumo, existe uma logica global
da agao que conduz 3 construcao de certas identi-
dades e estas estao alem da percepgao (por exemplo
a permanencia do objeto escondido) e da elaboragao
de certas estruturas (o grupo dos deslocamentos ja
descritos por Poincaré em seus ensaios epistemold
gicos).

Concluindo, seria um grande erro, particular -
mente em educagao matematica, negligenciar o papel
das agoes e permanecer a nivel de linguagem. Parti
cularmente com alunos menores a atividade com obje
tos @ indispensavel a ctompreensao das relagOes a-
ritméticas tanto quanto das geometricas (como foi
o caso da matematica empirica dos egipcios). A
aversao dos professores de matematica envolvendo
experimentagao concreta € compreensivel. Eles pro
vavelmente véem uma espécie de analogia as proprie
dades fisicas dos objetos e tem medo de que as ve-
rificagoes experimentais arranhem o desenvolvimen-
to dedutivo e puramente racional da mente que ca-
racteriza a sua disciplina.

Mas, isto, de fato, € um mal entendido, e uma
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analise psicologica nos permite eliminar tais temo
res e tranqlilizar os matematicos a respeito da
sua preocupagao principal de que o aspecto deduti-
vo e formal da mente deve ser educado. Existem,
de fato, dois tipos de "experiéncias", uma muito
diferente da outra, que estao relacionadas as agoes
do individuo.

Em primeiro lugar, existe o que chamamos "expe
riencia fisica" ("in lato sensu"), que consiste em
agir sobre os objetos, com a finalidade de desco-
brir as propriedades dos objetos em si mesmo, por
exemplo, comparar pesos ou densidades, etc.

Mas existe, tambem, e isto geralmente e desco-
nhecido, 0 que poderia ser chamada "experiencia 10-
gico-matematica"; este tipo de experiencia colhe
suas informagoes, nao das propriedades fisicas de
objetos particulares, mas da agao real (mais preci
samente de suas coordenagoes), obtidas pelas cri-
angas, nos objetos — esses dois tipos de experien
cias nao sao equivalentes. Um amigo meu, conheci-
do matematico, diz que o comeco do seu interesse
pela matematica foi desencadeado pelo segundo tipo
de experiencia que lhe sucedeu quando tinha por
volta de 4 ou 5 anos.

Sentado no jardim, ele se distraia colocando
seixos em linha reta e contando-os, por exemplo,de
um a dez da esquerda para a direita. Depois conta
va-os da direita para a esquerda e, para grande
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surpresa sua, ainda achou dez, Ent3o colocou-os e
circulo e, com entusiasmo, contou-os — ainda dez
ent3o ele contou-os na dire¢ao oposta e achou de
nas duas diregdes. Comegou assim a arruma-los d
todas as maneiras e acabou por convencer-se de qu
o total, dez, era independente da ordem dos seixos.
E evidente que nem o total nem a ordem s3ao proprie
dades fisicas dos seixos, até o momento em que a
crianga realmente os arrumou ou colocou-os todos
juntos. Neste instante a crianca descobriu que a
acao de reunir os seixos da resultados e que esses
sao independentes da agao de ordenar os seixos. Ele
poderia ter observado isto com qualquer solido uma
vez que, nesta agao as propriedades fisicas dos sei
x0s nao desempenham nenhum papel particular (a par
o fato de eles deixarem-se ser manipulados; sua na-
tureza, contudo, permanece inalterada, isto e, e
conservada, mas conservagao também provém da experi
encia logico-matematica).

Este € o papel inicial das agdes, e experiencia
logico-matematica, longe de impedir o desenvolvimen
to posterior do pensamento dedutivo, constitui, ao
contrario, uma preparacao necessaria. e isto por
duas razoes. A primeira @ que as operacoes mentais
ou intelectuais, que intervém no processo subseqlien
te de raciocinio dedutivo, provem elas mesmas da
acao; elas sao agoes interiorizadas, e quando essa
interiorizacao, com as coordenagoes que supoe for
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suficiente, a experiéncia l1ogico-matematica, sob
forma de agoes materiais, nao mais @ necessaria e
2 dedugao interiorizada & suficiente. A  sequnda
razdo & que coordenagoes de acoes e experiancia 10
gico-matematica, quando se interiorizam, dao ori-
gem a criacao de uma particular especie de abstra
$30 que corresponde precisamente a abstragao 1logi
co-matematica: ao contrario da abstracio comum ou
Aristotélica, cujas fontes tém origem nas proprie-
dades fisicas dos objetos, e por essa razio & cha
mada "abstragao empirica", a abstracio logico-mate
matica pode ser chamada de "abstracao reflexiva" e
isto por duas razoes. Por um lado esta _abstracio
“reflete" (no mesmo sentido que um refletor ou um
srojetor) tudo que estava em um plano mais baixo
{por exemplo o da agao) e o projetor em um plano
superior, o do pensamento ou representacao mental.
for outro lado, & uma "abstragao reflexiva" no sen
£ido de uma reorganizacao da atividade mental, na
medida em que reconstroi, num plano mais alto, tu-
20 o que foi construido a partir das coordenacgoes
@2 agoes.

Contudo, entre a idade em que as agdes concre
%2s e a experiencia 10gico-matematica s3o necessa-
rias (antes dos 7/8 anos) e a idade em que 0S pen-
samentos abstratos comegam a ser possiveis (por vol
t2 dos 11/12 anos e atraves de sucessivos niveis
2t cerca de 14/15 anos) ha um importante estigio
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cujas caracteristicas sdo interessantes ao psicélo
go e Uteis ao professor saber. De fato entre 7 2
11/12 anos um desenvolvimento espontaneo importan-
te das operagoes dedutivas, com suas caracteristi
cas de conservacao, reversibilidade, etc.,pode ser
observado. Isto permite a elaborac3o elementar da
1ogica de classes e de relagdes, a construgdo ope-
racional da série de nimeros naturais pela sTntese
das nogoes de inclusdo e ordem, a construgio da no
¢ao de medida pela sTntese da subdivisio de um con
tTnuo, e o deslocamento ordenado de uma parte esco
Thida que serve de unidade, etc.

Apesar de ser um progresso consideravel no pen
samento logico da crianga, isto & limitado. Nesta
idade a crianga ainda nao pode raciocinar sobre hi
poteses puras, expressas verbalmente, e com o obje
tivo de chegar a uma dedugao correta, ela necessi-
ta utilizar seu raciocinio para manipular objetos
(no mundo real ou em sua imaginagao). Por estas
razoes, neste nivel nos referimos a "operacdes con
cretas" como distintas das operac¢des formais. Es-
tas operagoes concretas sao, de fato, intermedia-
rias entre as agoes do estggio pré-operacional e o
estagio do pensamento abstrato que vira mais tar-
de.

Assim, tendo estabelecido a continuidade entre
as agoes espontaneas da crianca e seu pensamento
reflexivo, pode ser visto que as nogcoes essenciais
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que caracterizam a matematica moderna est3o mais
proximas das estruturas do pensamento "natural"que
os conceitos usados na matematica tradicional. Pri
meiro, a importancia deve ser colocada no papel es
pontaneo das operagoes que permitem estabelecer
correspondéncias entre conjuntos e (deste modo) a
construgao de morfismos e em particular quando pu-
derem ser combinadas com seqliencias recorrentes.
Pedimos, por exemplo, com B. Inhelder, a criancgas
entre 4/5 anos e 7/8 anos para colocarem com uma
das maos uma conta em um cilindro transparente e,
simultaneamente com a outra, uma conta em outro ci
findro, mas que foi escondido atras de uma tela.
Sao feitas perguntas a fim de descobrir se a crian
¢a percebe que os dois conjuntos entio formados,
sao equivalentes e, tambem, se percebe que, se a
agao for repetida indefinidamente, a igualdade se-
ra mantida. Todas as criancas questionadas admiti
ram a igualdade dos dois conjuntos enquanto a acao
estava se desenvolvendo, contudo as criangas meno
res se recusavam a generalizar no caso de a acgao
se repetir indefinidamente. De 5 ou 6 anos em di-
ante eles--admitem essa gemeralizacao e um garoto
de 5 anos e meio encontrou uma formula interessan-
te: "Quando a gente conhece uma vez conhece sem-
ore". Contudo esse mesmo garoto depois de ter vis
o um conjunte de 10 contas vermelhas em correspon
déncia biunivoca com 10 contas azuis recusou admi-
tir a conservagao da equivalencia quando um dos
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conjuntos foi espagado e a correspondencia nag es-
tava mais visivel. Este exemplo demonstra o papel
construtivo de estabelecer uma correspondéncia com
binada com a ideia de recorrencia.

Um exemplo bem marcante da convergencia entre
a teoria e o desenvolvimento espontaneo da crianca
€ o das intuigdes geométricas. Historicamente, es
sas intuicoes aparecem na geometria Euclideana, as
estruturas da geometria projetiva so foram desco-
bertas muito mais tarde e a topologia so no seculo
XIX. Psicologicamente criangas de 3 e 4 anos que
ainda nao sabem desenhar quadrados e tendem a com-

para-los com os circulos — formas tais como retan
gulos e triangulos, etc., sendo assimiladas como
formas fechadas simples — tomam muito cuidado,con

tudo, em distinguir figuras abertas das fechadas,
e tem mais capacidade de desenhar com cuidado um
circulo dentro de uma figura, fora de uma figura ,
ou na fronteira de uma figura grande.

Destas intuigoes topologicas nascem, mais tar-
de e, simultaneamente, nogoes projetivas e nogoes
euclideanas, de acordo com um processo que esta
mais perto da teoria psicologica que da historia.

A partir do nivel de operagdes concretas — por
volta de 7/8 anos — outra convergencia interessan-
te pode ser encontrada, que € a equivalencia ele-
mentar das tres "estruturas maes" descobertas por
Bourbaki e isto por si so mostra o carater natural
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dessas estruturas. Primeiro, ha a construgao das
estruturas de natureza algebrica uma vez que suas
leis de composigao tem um inverso e um elemento i-
dentidade + A - A = 0 . Isto pode ser observado
particularmente no sistema de classes logicas(clas

sificagoes, etc. com quantificagao da inclusao
A<B seB=A+A"'"e nenhum & vazio). Em sequn-
do lugar podem ser encontradas estruturas cujas

leis de composicao estdao baseadas na reciprocidade,
e isto caracteriza o sistema de relagoes. Finalmen
te, podem ser observadas estruturas topologicas ba
seadas nas ideias 4e continuidade, vizinhanca e se
paragao. Estas estruturas elementares mais tarde
se combinam umas com as outras. Em particular, in
versoes (ou negagoes (- A) ) e reciprocidades, que
nio se combinam umas com as outras no nivel opera-
cional concreto, podem ser combinadas a partir do
nfvel formal 11/12 em diante, em quatro grupos que
possibilitam essas combinagoes: neste caso, O ini-
cio da 10gica proposicional com o sistema combina
torio (conjunto de todos os subconjuntos) super=
poe-se as estruturas elementares da logica das
classes e das relagoes. O individuo esta entdao ca
paz de manejar sistemas que tem quatro transforma
¢oes. Tomemos, por exemplo, a operacao proposicio
nal p q e definamos as quatro transformagoes.

1. (I) A identidade ou transformacao "nula”
I(p>g) = p29q
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2. (N) A transformagao inversa N(paq) = pa g
3. (R) A transformagdo reciproca R(pd3q) = qop

4. (C) A transformagiao correlativa C(paq) =”5A q

Neste caso RC= N, RN= C, NC= R, NRC= I, o que,
finalmente, assegura a coordenacao em um Unico sis-
tema de inversoes e reciprocidades.

Muitos outros exemplos podem ser dados, em par-
ticular a construcao das formas elementares e g 3
viais" de categorias. Contudo & chegado o momento
de descrever como essas convergencias entre o pensa
mento espontaneo da crianca e o seu desenvolvimento

“natural" e certas nocgGes teoricas fundamentais po-
dem ser utilizadas pelo professor.

Pode suceder, & claro, que algqumas pessoas ten
tem ensinar a criancas pequenas a matematica moder-
na com métodos arcaicos, baseados, exclusivamente ,
na transmissao verbal do professor para o aluno com
0 uso de uma formalizagao precoce. Com tais meto-
dos seriamos compelidos a um certo nimero de fracas
$0s, 0 que explica o ceticismo de alguns grandes ma
tematicos, como J. Leray. - Contudo, a falha, n3o &
o carater moderno dos programas de matematica, mas
a metodologia e a psicologia usadas em tais casos.
De fato, freqlentemente, & especialmente difJcil pa
ra o professor de matematica, que, por causa da sua
profissao, tem um tipo de pensamento muito abstra-
to, colocar-se ele mesmo em uma perspectiva concre=
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ta que @ necessaria para os alunos pequenos. Con-
tudo, do ponto de vista do desenvolvimento e em
relacao a assimilagao das estruturas ja menciona-
das, parece nao haver contradigao (como vimos aci
ma) entre as fases concretas iniciais das estrutu-
ras e o estagio final quando se tornam formais e
abstratas. O professor so pode estar consciente
de que nao ha contradigao entre esses dois niveis
de pensamento se ele estiver plenamente informado
(e a7 reside a dificuldade para o professor) sobre
os detalhes e funcionamento dessas estruturas su-
cessivas do pensamento espontaneo. Em resumo, 0
problema pratico que & dificil resolver & enxertar
esses tipos de nogoes gerais que o professor enten
de em sua linguagem no caso particular dessas mes-
mas nogoes construidas e utilizadas pelas criancgas,
sem que estas tenham sido objeto de reflexio e fon
tes de generalizagao por parte deles.

Com o objetivo de fazer a necessaria conexdo
entre as estruturas logico-matematicas do profes-
sor e as dos alunos em diferentes niveis de seu de
senvolvimento, deveriam ser, talvez, mencionados
alguns principios psico-pedagogicos gerais. 0 pri-
meiro & que a real compreensio de uma nogao ou teo
ria implica na re-invenc3ao desta teoria pelo sujei
to. Quando a crianga e capaz de repetir certas no
coes e utilizar algumas delas em situacoes de a-
orendizagem ela, muitas vezes, da a impressao de
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compreender; contudo isto ndo preenche a condigio
de re-invengao. A verdadeira compreensio se mani
festa atraves de aplicagOes espontaneas: em outras
palavras, uma generalizagao ativa supde muito mais:
parece que o sujeito e capaz de descobrir por si
sG as verdadeiras razdes que envolvam a compreen-
sao da situagao e, por consequinte, re-inventi-la,
pelo menos parcialmente.

Evidentemente, isto nao significa que o profes
sor nao tenha mais papel a desempenhar, mas este e
menos o de uma pessoa que da "licoes" e mais de al
guem que organiza situagoes que despertariao a cu-
riosidade e a procura da solucgao pela crianga, e
que mantera tal comportamento através de meios ade

quados.

Se uma crianga tiver dificuldades em suas ten-
tativas de captar certa idéia, o procedimento de
uma metodologia ativa nao sera corrigi-lo direta-
mente, mas sugerir determinados contra-exemplos,
tais que as novas exploragoes da crianga conduzam-
na a corrigir-se a si mesmo.

Uma segunda consideracao deve estar, constante
mente, presente na mente do professor: de que, em
todos os niveis, inclusive na adolescéncia e de
uma maneira sistematica nos niveis mais elementa-
res, o aluno estara, muito mais capaz de "fazer" e
"entender com agoes" do que expressa-las verbal-
mente. Em outras palavras, um grande numero das
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estruturas que a crianga utiliza, quando esta re-
solvendo ativamente um problema permanece inconsci
ente. De fato, € uma lei psicologica geral que a
crianca pode fazer algo em agao muito antes de se
tornar consciente do que se passa — "a conscien-
cia" ocorre muito depois da agao. Em outras pala-
vras, a pessoa possui mais possibilidades intelec-
tuais do que os que utiliza conscientemente. Conse
qentemente, quando o professor tiver tido a opor-
tunidade de se familiarizar com a pesquisa psicol§
gica mencionada acima, e conhecer como se proces-
sem as estruturas do pensamento da criancga, pode
mais facilmente ajudar a crianga a tornar-se cons-
ciente delas por meio de discussoes apropriadas en
tre ele e a crianga, ou pela organizagao de traba
Tho em grupo onde parceiros da mesma jdade ou ida
des proximas (uma crianga mais velha atuando como
17der de grupos pequenos) discutam entre eles, o
que, por sua vez, favorece a verbalizagcao e a"cons
cientizacao".

Uma terceira observagao, parece-nos importan-
te: em Matematica tradicional, muitas vezes & exi-
gido a crianga resolver uma quantidade de proble-
mas, alguns absurdos, e isto significa um nimero
enorme de calculos numéricos e metricos. Neste ca-
s0, a Unica maneira de sermos bem sucedidos com
criangas que nao sdao particularmente bem dotadas pa
ra a Matematica & proceder em dois estagios (mas is



