2. O sucessor imediato de qualguer mume-
ro natural ¢ tambem un nmumero natural,

3. IMimeros naturals distintos nunca ten
0 mesmo sucessor lmediato,

4, Zero n§o e o sucegsor imediato de qu
quer minero natural,

5. 3¢ algo vale para zero e, valerdo jeia b
ro um dado rumero, tanbem vale nara o |
ceu sucessor lmediato, valexra ainda,
para todos os mimeros naturais,

Esses axlomas contdn trés termos ndo definidas:
"zero", "sucessor 1med1ato“ *numero natural®, Os
~"iom“s, por si mesmos, nao nos revelam o que tais
termos devam significar (embora entrelacem quals-
guer sisnificados que os termos possan ter) e nao
nos &éao qualguer evidencia a favor do fato de o8
termos poderem referir-ge a qualquer coisa real,Se
desejarmoo aceitar os axiomas como verdadelros, sg
»a preciso que fixemos os slgnirlcados ¢ fornega-
moa, »or nossa conta, ecsa evidencia, Na baso do
eIpreso degses ternos, em tals axliomas, esta a hi-
potese taclta de que "Zero" se refere, realmente,
alzuna entldade bem definida, dentre as que estho
sob exame e de que, para cada uma dessas entidade
en tela, exlste, de fato, apenas unma entldade que'
e ‘sen sucessor imediato, Segue-se dos axiomas, ts
bem, que zero, seu ~ucessor, 0 sucessor deste,
assin por dlante, 530, todos, numeros naturals;
sue-se ainda (em vista do quinto axioma) que na

aais sera un mmero natural, Dos axiomas deflui
aue deve haver uma 1nftn1dads de numeros naturais
,a que 2 ~ucessao nao vnode ser interrompida, nen




()

sode, an ci‘culo, Louo nar a0 rsonto de vq_tida'
(-orquanto zZero n40 € O sucessor 1mediauo de unm ru
=ero natural), O quinto arioma ¢ particularrente
inrortante »orque exp“essa 0 pressuposto em que se
assenta a indugao aatematiea,

Todemos conceber de que modo onera o rqcioci-
nio »or indugho matematica imaginando uma serie de
pegas de donino colocadas em pé, umas ao lado das
sutras, en fila: suponhamos saber que a primeira
pega val calr e que, ao calr uma das pegas, 4 se=
suinte tamben cai- catamos antos, nesse caso, a in
ferir que todas as pegas vao calr, nao imrorta
quantas sejam, Yo mesmo espirito, se sabemos que
alzo vale para o zZero ¢ que, valendo para um dado
~unoro natural, valera izualmente rpara o seu suces
sor imediato, estamos em condigoes de inferir que
esse algo vale para cada um dos nineros naturais,
Com baze nos axiomas de Peano, podemos introduzir
o5 nomes dos numeros seguintes: "un", por definigao,
nomeia o sucessor imediato de Zero; "dols" ,por de-
finigfo,nomeia o sucessor imediato de um; o assin

por diante,

As tres ideias primitivas de “eano, 1isto o,
"zero®, "nimero" e "sucessor” sdo passivels de unm
nudero indefinido de interpretagoes diferentes, 82
tisfazendo as 5 proposigoes primitivas,

Tor exemplo: adnitamos dque "zero” signifique
o nunero 1 e que "pimero" signifique ser slenento
do conjunto 1, % % % ves © que "sucessor" sigmi

Sique "a metade



")
(%)

Verificam-ce os 5 axiomas de Feano nara esto
caso,

Outro exemnlo: "zero" significa 100, "mumerc”
siznifica os numeros naturais de 100 em diante ¢
"sucessor™ no centido usual,

Verificam-se, também, neste caso, 28 5 proro-
sicoes de Peano, .

Ta realidade, dada qualquer serie £ Eys Fye

,...,zn,... infinita, que nao conten repetiqSes, :

tem un primeireo termo e ndo tem termo que nao pos=-
aa ser atingido por um numero finito de nassos,ela
verifica os axiomas ou proposigoes de Feano.

Neste caso, "zero" corresponde a X, "numero"
2 gualquer termo da serle e "sucessor" de x,signi-
fique %,4y. 4 aplicagdo dos axlomas seria:

(1) © @ um numero natural £ 6 um termo da se-
rie
(2) O sucessor de qualguer o sucesszor de gqual=~
ntmero natural € um mumero  quer termo X,da sé-,
natural, rie e un termo da ce
rie: x
n+l
(3) %30 ha doie numeros nio ha dols termos
com O mesno sucessor com O mesmo Sucesson

i.e., Se X_ 6 %_ 520
n n
dois termos distintaos

antao % <
n+1# n+l

-~ -~ ’
() 0 {zero) nao 6 suces- -~ nao @ sucessor da
.4
sor 42 qualquer nunmero gualquer termo,




{5) e unn -2orsiadade va

I2 ~ara zeoro e, valendo
=ara um dado nunerso, tanm-

o
Ben vale »Nara o 3eu suces

zor inmediato, vale-u.. ain
Aa, sara todos oS numeros
fmaturaic,

Loy
}.J

so uma propriedado !
vale para xo Oy V=
lendo rpars T aqual-
quer, tamvenr vals »a

TR X 44 valera ain-

da »ara gualquer tex
mo A2 serie,

s

L" uzao comnleta - O axioma numero 5, tambeén é
'e!xsmado de axioma da recorrancia ou 4a indugio coa
sleta;que pode tambeém ser definido assin:

Se A & un cubeconjunto de I (%X) e verifica-

1) 0Oe€a

(41) x<cd = 3iz (x) € A entao A =N
(5iz (x) = sucessor de z) e do 52 axio-

» de Feano resulta o tecorema abalios

- deja n(n) uma proposicao gque denende de ©n
ro natural n

(1) » {C) & verdadeira

(11) »para todo x€ll, 2(x) = p(x+l)

tdc a nroposiscdo nln) vale para %odo numero.
fural n ou entdo, na outra forma, que 6 wia zeng
izacio do teorema anterior:

Seja oln) uma protosigio que depende de um nu
ratural n, OJe, para um certo wnumero natural

a vordadeira-

{1) A proposigao n(n
8) para todo munmero naty

(11) » (x)=> ol % +
ral Z=> a-,
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Entao vale a »rorosigio »(n) para todo mizero

aatural nng,

Congecuencias dos Axiomas de Feano.
Toaganos: siz X = sucessor de
(L) Se 2 # 7, entdo siz (x) # siz (¥)
(31) 34 (x) # = '
(111) Se = # O entlo ewiste un mimero natural 7
tal que * = cig(y) e este elemento e uni-
co.,

Jefinicio de ‘dicao en N

(1) Existe uma operagio binaria em I que a ca
da par ordenade (x,y) de n2s naturais re-
laciona um numero natural indicado por
x+y, tal que:

1., Para todo xeN , x + 0 = z(dareorto natro)

2, Para todo xeN e todo yel, x+sig(y)=
=gig (x+y),onde =+y se chama soma de x e 7

(11) Associatividade da adicao
(x+y) + 2 = =+ (y+z)

(111) Comutatividade da adicao
Z+y =y +x
_onde definiremos que C € o elemento neutro da
~diglo, Isto 3
.+ 0 =0 +x =X
(iv) Se y # 2 entao x + ¥ # x + z »ara todo |
=€l e valera, entio, que = + ¥ = X + 22
=y =2
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Dados T ¢ 7, ocorre wa @ 3o wi dastes ca
803

a) x =y

L) Existeun #C tal que =z +u =3

¢) Ixiste v # 0 tal'que x = y + v

Zxiste uma omeragia binaria em i,que aca
da par oxdenado (x,7) de n%s naturais as
socia um numero nabtural indicado »or .7

Jefinicio da mulitplicacdo em N
{1)
tal que:
1, Para todo xel, x,0 =0
2, Para todo xe¢ ll @ €N tenos
xz, sig(yl=¢.y +x
o=de <.V

se chama produto de = ¢ y ¢ a operagz‘io s¢

ehana multiplicagao,

{11)

Comutatividade da ultinlicagio
LT S FTZ

(1i1) 1 & o elemento neutro da multiplicagao.

(iv)

1 e definido como sendo o sig (0) =1
Prog‘z:ledade distriggggx~g da mulgiplicg‘
gao a direita em relagao a ~digao

z. (y+8) =27 +x2
e a esquerda,

(z+y) z = x2 + 72

(v) Propriedade associatlva da rmultinlica-

220 :
(2.7) . 2 = x.. {7.2)

f2) Tedos

-

~
* 2 7, se verifica wna & SO w2 das tres

=ossibllidades



Q) x
B) z

e} %

v Mo

L)
A

(11) Lei da transitividade

( 22y 6 y&2)=—> x4 7

(121} Y relagio £ tem as sezuintes oroorieda
des:
reflexiva XxX&X
antisimetrica (x4y e 7y4z)—>x =7
transitiva (xey e yéz)—x <2
(1v) Ilonotonia da adigao
¥{y. ou x = ¥ ou %>¥y;entao, teremos res-
sectivamentes 3
x+zdy+2 onxFB=7y+2 ou
b oo - 3 ke
(v) =20 para todo xei
(vi) Teorema da Zoa Ordenagao,
Todo conjunto A de mumeros naturais que
tenha pelo menos um elemento tem um ne-
nor que todos os demais,
(vii) Se x>0 e 7> 0 entao x,7>0 e que, se

(vili) Sex#ye 2#0Q z.x #2.7

{ix)

z#0ey # 0 entao x,¥7 # 0,

Prorriedade de cancslamento da —ultinl
cagao
Zx =2y €6 z#0Oentaox =7y
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Ao oe vode inieiar um ecztudo dasc estruturas
alzebricas sem situa-las aun conbterto mals abran-
~ente, estudando as 11;agoas que se¢ estabelecem €
tpo oclas ¢ outras estruturas do dominio nais smnlo
lo conhecimento, Tor este rmotlvo, Aboréar-se-a 1=
aicinlmente a evolugho do conceito das estruturas,
450 anenns ligado 2 Tatematica, nas,sobretudo, den
tro da teoria do conhecinenuo.

A semuix desenvolver-se-a u estudo da cvolu-
sno do conceito atraves da historia da ! latematica,
para definir as estruturac algeb*icas proyrismente
ditas, e

. ”inalnenuc, como o presente orahal.o viga estu
dar as 1d¢ias Tundamentals da Latomatlca no que eg
tac interessan nals de perto a Zducaglo Hataematic
»30 se poderian deixar de estabelecer alguns para-
lelos entre as estruturas satenaticas o asimental
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|“2,1 - Un pouco da evolupgio listorica do conceito
de estrutura,

lio curso da bistoria do nensamento cientifico
filouofico, a 1ddia de "estrutura® foi traduzi-
»or termos tals como "eusencia", "forma", "sis-
, "orzaniomo®, alén de outros, mas S6 com o
turalismo assumiu caracteristicas mais rizo-
3sas, A crincinte, "ectrutura® significava o mo-

cono algumn coisa 6 conatruida, porem 2 nala-
™=2 avoluiu em duas diregoes, Iumna, visou a forma;
=suira, a sezantlca, Desde o fim do século XIX, o
2rmo foi definitivamente incorporado ao vocabula-
2o elentifico, rassando, con 3pencer, do campo blo
co a0 soclal; com ‘ozgan a larx, ao doninio an

ado em outras reas, tals somo, na Zconomia,
ologia (com 5 desenvolvi-anto da  Cesialt,

a da formni e 22 !nten-=tea (ern a Teooria
elos).

*ﬁ”erentea definicoes de estrutura visando a
os varios agpectos do concelto ten sido
Para Levi-otraugs, une egtputura con-
slementos gue s20 combinndos de nodo que
fqao em.qualquer um deles implica muma al
Pgos oukros: Acsuse, astin, uwnis »ater de
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sistemn, 0 lingffstn Ujelnslev entende antzninma
como uma ontidade autorona de de?endénciac inter-
nag, mnas, sara o blolozo e epistendlozo Jenn Cia-
vat, “uma gctrutura @ um sistema de LrancPormngoes
que comporta leis ecnquanto sistena o gue se conser
va @ onriquece velo préprio Jozo daos transiosnb-
s0es, cem que estns ultrasasgen suas Trontelras on
recorrar a elementos exterlores a2 elas, 3n sinte-
se, una estrutura compreende treés caracteriss
basicas: totalldade, %ransforancio a anto-rorula-
gao™, (1)

Suanto a transformagio, diz Plaget: "Todas as

slunentares aquelas que resulan parentescos,  Sao

igtenas de transformagoes; contudo, estes podem
ser quer intemporals,..quer temporals...¢, Se¢ 10
comportassom tals transformagoes, confundir-se-ian
com formas estaticas guaisquer e nerdoriam “odo iz
“eresge oxmlicative®™, (2)

A suto-resulagho conduz o gonservagio 4ns es-
tmuturas @ o certo fechamento, As transformagoe:z
therentes 2 estrutura sempre geram clenentos que 2
ela rertencem, llo caso de estruturas llngﬁisticas,
psacoléslcas, sociolésicas,cujas transformagoes ©
desenvolvcm-no tompo, a 1uto-re§ulag§o gunoe Toru-
lagoes fundamentadas nlo apenas em oreragoes revex
sivels, mas em antecipagoes e realinensagoes ("fe-
adsaeks®) , '

(1) -aget, J, - "O Eagtruturalismo® - 2z, 3

0 i— »
(2 -Id ibidem - pag, 13
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Azgin, Tiaget nos nostra que as estruturas 20
den ser formalizndas, isto ¢, traduzidas en lingug
zen lozlco-matomatica, ou tratadas rtor meio de mo-
delo cibernetico. Considera ele que 5o se -ode oo
rrecndexr o estruturalismo a partir das estrutnrac
qatematicas, Assinm sendo, a origen da nosio de og
trutura estaris conprometida diretamente com a no-
sA0 nateaatlca de “srupo®, iniclada por Galois,

lesta treve initrodugao, tentou-se apresentar
alpumas dofinigoes de estrutura, estabelecidas por
gsnecialictas dos diversos campos do conheclmento
numano 208 quais ela se aplica, e, »rincipalmente,
mostrar a importancia do assunto de estudo, as es-
truturas matematicas, vara o5 denals ranes da ci-

-~

encizs,

T o

Isto Toito, pode-se passar n anreciagdlo  Anz
estruturas matematicnas,
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2,2 = Igtruturas jatemAticas

Ha uatamatica, a nogao de estrutura surge quan
do o3 natenaticos bassan a se 1nterossar rela nao-
neira como a Matematica e cqnstruida Isso ocorrou
2 portir da segunda netade do séeculo e ~,.zn;.g.s a
duas questoes-chaves: a da exlstencin em llatenati-
ca e a da unidade da iatematica.

|

Desde 2 antisfiidade grega até o seculo YIX,fol
crenga geral, entre os matematlcos, a eristeéncia
real de n&meros, pontos, retas e planos, 1 benm
verdade que, ha muito, tal suposta base de reallda
de vinha sendo solapada por algumas "aberragoes"
como, por exemplo, & introdugao, por necessidade
de calculo;. de numeros negativos @ numeros imasi
narios, O golpe de misericdrdia foi desferido pe-

la construglo das Geometrias nio-euclideanas,

Deste entao, a Geometria nerdeu seu carater
de descrever o espago sensivel; seus axiomas deil-
rzaran de ser verdades percebidas pelos sentidos,
passando a ser cunvanqses apenas lésicas, rara as
quals deixa de ter signifieado a nogao de verdade,
como usualmente ge éntende,

. Rompida a lizagio com o real, os matematicos
rassan & adnitir que os antes matematicos cio eri
goes suas e nao da natureza, Dai nfo mais pode
inferir do universo fisico as ‘relagoes e propried
des dos entes natematicos, As propriedades’e rel;

oes pagsam arpenas a ter. o carater de necessidad
‘Szien ou teorici, Anterlormente nfo havia

o]



cue s¢ iateressar pelas estruturas,tmn  ves gug 3o
acreditava gue os entes ::tonaticos jﬁ surzliars ~u-
nidos de suas estruturac naturals, Intretanto, wan
vez nceita a nio existencia o oriori destas, torna
=-S€ necessario que, en cada cnco, as estrutioras 2e
Jam apresentadas explicitamente e corresas,

A nogao de estrutura também e naces ar-“, quazn
do se adota a separagio didatica da Tatenatica eon
diversos ramos, como Aritmetica, Alsebra., Tcome-

ria, e Indaga~se o que ten en conmwn,

A preocupagdo com a unidade da Hatematlca, en-
tretanto, nio e recente; data dos gregos, ou nals
»reclsanente, dos pitagéricos. Els gque a primelra
tentativa de unificagio da illatematica, "todas as
coisas sdo numeros”, esgbarrou na dificuldade de
construir o nunero irracional,

Apos reiteradas derrotas,ao longo dos séeoulog,
da tentativa de apresentar a I‘atenatica como una
cieneia caracterizada por objeto e métoda unicos,n
tendéncia, no inicio deste seculo, era a de conci-
dera-la como "uma serie de dis cinlinas construidas
sonre nogoos par?iculares delimitadas com precizag
lizadas vor nil canminhos de conunicagﬁo". (3)

oje, sente-se que a evolu qao interna da 2te-
natica lhe deu, nnils do que nunca, unldnde, crian-

do una eupecie de nucleo central 1als coercnte, -

essencia desta evolugdo consiste numa sistehatizo-

950 das —elagoes existentes en;re as divercas Tco-

{3} = “zunsenvig, L, ~ "Les qtapes de la philoso-
ohie mathematique® - pag, W47,
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rias matematicas: resune-se, assim, na  tendencla
conheoida como "1etodo ariomatico® hinotetico dedu
vivo, 08 Inimicos desse uatodo, costumam confundl
-lo com un de seus aspectos, vor sinzal o menos in-
teressante, o "formalismo 1651co". A finalidade
srincipal do nétodo axlomatico e exatamente aquilo
que o Tormalismo logico, por si 88, e incapaz de.
fornecer: a compreensio vrofunda da Hatematica, O
netodo axiomatico, conforme Sourbal:l, "encontra meu
nonto de apoio na convicgdo de que, se a latenmati-
ca nio @ un encadeamento de silozlsmos 20  acago,
tambem nio @ uma colegdo de artificios mais ou me-
nos astuciosoz, feitos de aprozimaqoes fortuitas '
onde triunfa a pura,habilidade teenica”,(4) Onde
o obgservador superficial ve algumas teorias aparen
tcmente distintas, adundandc-se mutuamante, gragas
a0 ~enio de un mntematico, o método axiomatico "en
sina a encontrar ideias comuns escondidas na apa-
réncin exterior dos detalhes proprios a cada uma
das teorins consideradas, a destacar ideins e a eg
clarece-las",(5) O trago mals marcante do metodo
axiomatico ¢ o de realizar uma economia de pensomen
to.

0 que ha de comum entre as diversas nogdes de-
signadac sob o nome cenerico de "estruturas matena
ticas" e o fato de seren avlicadas a conjuntoz de
alementos d¢ natureza nao espeeiflcada» nara defli-
nir una estrutura 6 dada una ou varias relagoes o2

(%) - Dourbaii, I, ~ "L*Architecture des lndhema-
tigues® -paz, 38
(5) = I& ibidem - vag, 38

4
i
i
l

|
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|
|
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eoces elementos Interven; postula-se, o secuir,
-l-

que as relagoes dadas satisfazen cerbas condligoes,
gue sdo o3 axiomas da estrutura, ilnda  cesundo
Tourbalki, "fazer a teoria axiomatica de uma estru-
tura & deduzir as consequencias lozicas dos avio-
nas ua estrutura, proibindo-sa qualquer outra hind
tese cobre os elementos considerados (cm »articu -
lar, toda hinotese sobre sua provria natureza)®.(d)

a

(6]

Dourbaki sevarou as estruturas matematlcas em
tras grandes grupos,conforme o tipo de relagEo que
serve de ponto de partida para a definigio. 208
quais chamou de “estruturas-mies": estruturas alce
bricas, esiruturas de ordem e estruturas tonolozi-
cas,

. Se a relaglo de definigdo o uma le! de composi
230, a estrutura éAdita g;zég;;gg. Ho caso parti-
cular da estrutura de s=ruve, 2 lel de conposigio ¢
una relaglo ocnire treés elementos, »ermitindo deter
ninar o terceiro de modo unico em funyio Soz  cu-
tros dols.

Se a rolagio de definigao @ uma relacio de or-
den dlz-s¢ que a gstrutura e gg__;gugg lleste cacg
temos dols elementos "z, M e a *elaqao se enuncia,
’“equonte sente nestes tormos: "z € no mazine izual
a 79, n%0 nais se supon rdo que um elemento sela de-
terminndo de nodo unico em fungao de outro,

Ag estruturas que se baselam nas nogoes de ¥i=-

zinhonca, de lialto e do continuidade, sao chanadas

tomolonicas,

() - Id ibldem - 2oz, 41



2,3 - As estruturas-nies e as estrubturas nuliinlas

A 2atenética, pelo nenos de agora en diante,
dizmoe de poderosas alavancas fornecidas pela teo-
ria das estruturas, E, onde outrora rareclia rel-
nar a naior desorden, exlstam imensos donin;os, u-
nificados gragas no netodo axiomatico,

Oulados pela concengiao axiomatica node-se mos-
trar como o universo matematico se apresenta atual
mente: no nﬁcloo, as estruturas-maes:; fora deste,
as estruturaa gque poderiam ser chamadas de ggtrutu

tinlas, nas gquals ocorren, simltaneamente,
duas ou mals estruturas-maes nao simplesmente juse
tapostas, mas organicamente combinadasz vor um ou
nale arlomas, =&, como exemplos destas, voderiamos
citar: a Algebra _opologica, a Topolozia Algebrica
ete, Hals afastadas, enfim, comegam a aparecer as
teorias particulares, em que os elementos dos con=
juntos considerados tém uma individualidade carac=-
teriznda, apesar de terem perdido sua autonomia de
outrora, passando a ser cruzamentos onde interag
estruturas mateméticas nals gerals, Como exemplo
podemos citars: Analise Tuncional, Geometrla Dife
cial, Teoria dos”’ Iumeros ete,

- Pelo menos a partir de Dourbaki, a llatematica
passou a ger estruturalista. A reforma de Sourba-
i ¢ uma consolidagao da vluao de matenaticos com
entre outros, Doole que,- em‘meadoa do seculg pasg
do, Ja considerava que a Tatematica trata das ope
raroes conside*adas nelas mesmas indevendentement
das naterias as quails pocsam ser aplicadas,
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Jesde Aristotelec jé Jdavla zido tentado it ria
~ay 2 Losiea das closses e das propecigoes, ol
1 partir do seus estuwdos gue Lelimiz node reorrecen
“a-1n po» sraficos linearcs, Zuler nor circulos o
“oole ToT uma interrratanio ariimctica medianie o
nso doe zimtolos + o I

“-u

Toi dificlil fazer o nesmo com o Aritametica,
zois estava lizada a intuigoo ceonmetrica,

”, = , L4 i
"\ naternidade da Losica laterntica e atribui-

da 2 Leibniz, "oole ou a Trege: Leiinlz concebeu 2
1déia, —oole realizou o primeire tratamento materma
tico da Logica tradicional; Irece realmente plan-
tou o alicorce de una disciplira nova, das =—als i
~ortantes, fornccondo 23 analises e os strunentcs
esgerncialz®, (7)

June obras estabelecen as bases da Logica [late
Jticas "Analise ilatematica da Logica", de  “oole
1515-1334) 8 "Tormal Logic", de De orcan (1305
-1371),

4
\

tretanto, desde 1£22, Deseartes havia o
consultado ror !lemsenne sobre a ideia de uma "1
mq univereal”, que possibilltacse uma fomal

Id

4
» ~
330 da atematlca, mas achoun impossivel faza-lo,

2 reT - - - -

o caculo VII, leitniz, que ora nollizlota e
tmahalliara en projetos dc dfclonnxios, tentawve tra
“ugiy sistemns-fizires 2o oquagécs. tabelas nome-

b - 3 s 4 o
‘7] = DJtendorme, o, - ™Atzeze 2T

=atiqoes® -~ vol, I=, Ra7,

»
- -

l.oi - rncc- Tew—1
- —— - - - --.--
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ricas oo linguazen 1 us*c._. Tle acextun tudo o gue
node de siniliftudoas de tuqvoos gectabelecidns on-
*“o todas as oanécle" ae dominios por Ltodas 2o oo
ﬁecics de corresron dencing, aque ele =r-roende, con
ks 3 frequoncib, como o almificante no sisnifica
dot "Uria coisa egprime wna outra, en ninha linzua-
zem®, diz ele, "quando ia uma relagio constante ¢
rozrada entre o que se pode dizer de una ¢ de ou=-
tra, B assim que uma projegao de perspectiva oz~
nrime seu geometral®, (2)

Leilriz pretendia construlr argumentos a»
“in forma®, pensar e coneclulr sobre a forma, suing
ter oz entes logicos 2 um calculo semelhante 20 al
sebrico, nas chagou apenas 2 ideografia e tentati-
va de uso de una lingsuagem unlversal,

Zle ja observara as prorriedades das relagoos-
o simetrin e a “ransitividade; concebe 2 combinato
rin como cléncia das relagoes entre objatos de to-
das as naturezas, Daove-se-1he, ainda, 2 primelira
1dé1a de determinantes,

Condillac retoma a decodificagio da lingunien
iciada »or Leibnlz, 210 acha que “a arte de o=

cilocinaxr ce *edn~ a2 una linsua tan felta"™, noisy
ag linzuas sio netodos analizicos® (2) e Llustra
sens ldeins om "A Lingua dog Caleulos", Zakbass

continua egtes eciudos o, & “aruir dog resullados,
cheza a pensar em construlix qma nﬂouira de calcu=
lar, por volta de l”ZL

(3) = Id iblden - ﬂao. 355
(9) - Id ividem - »as, 357




3 goﬁxo a8 uro era do conheecincnto de divere-
500 ::“ﬂ“:t::o~, mng Zrariste Falois (21211-1232)¢@c
va zer conzidernfo coi0 0 verdadeiro iniclador i:
tgoxiz dos ~rudos, 40 reduzir o estudo das ogun-
1062 nl;ébric"" no doc sTusos de ser-miagoes, apTo
funda considc avelaente acte ultl=o. tanto no aue
41z resreito 2z rorriedadaes =arnlis dos -ruros co-

o 5 o 11 § dcter**na-uo de ~ru»os5 dotndos de ~rorrieda-
des »axticulares,

e :330, Teacock {1791-1358),..., ©2 seu T
sado de \lvcb Dy eees aanreende a tarefa de trat
g mrocessos do caleulo da ilgohra da mesma manel
-2 que Euclides tratou as proroslgoes da Ceonetrin,
1solando una " l-ebra Sinbolica™,...s "eigneia doc
=iholos e de cnas combinagoes sobre as quals  ce
caleula, aplicando resras fixas tor convengdo, 4
cuas "eléneias de avlieagdo™: a Aritmetica, ou "1
-ebra Avitmetica®, ez prineiro lugar, ¢ "todas 2o
sutras eidneias® (Jeonmetria, Tisica ete). (10)

S AdS B
PSS
!

Ile oronoe o que chana de "princizio de derma-
=wéncia dac formas equivalentes", pelo aual qualque
forma alsebricanente equivalente 2 ontra deve ser-
—anecer cquivalente 2 ela se for exmressca 2or Siz-
olos orals., Teacoel, o "Buclides da ll:ebr:“ te
Te 2anel —ulso inportante 1o desenvolvrinonto da ’;
—°“;3 \batrata, apolado nor e llorgan, fundou i1
®wiist acogiabion for the ‘dvancement of Jelen-
ce™ (1531),

.
f=r 2 i acn
c) - 15iden - Dag, 35°
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2, narasoay 1031 3=1844 ) elagaifienyn a8 opex
pdes somundo suas sropricdades e definln a S1zab2
Simbolica como M4 clenmcia qxc trata 4o conalnaef
dag opex 'oo delinidas nao POla DATUTCEN . 069 TIRS
nolas lel
Jeiinz", (11)

(‘)

conbinagoes 35 guais glas estio A

=1 1215, o =umédada na  Inzlatarsa, e Ca
sridze, ”"1n1ty College, 2 Tinalybical Hoelelty
conatisnida nelo alzebrista Peacock, O Astnonon
Terachel 8 Batlbage

Tanilton !1305-1865), saabem de Trinity Collo
ces ngs de uub;ln, deaanvolve os estudos de Da o
san, Concebe numeros que nao comportan uma lbt
plicagao:cOmutativa, a0 AQsno tenpo em Qi
Cragsmann anresenta & mulbtiplicaglo exterior

cua "eoria de Lxtensao®,

Coyley 7ol o que nels sobressaln do grupo ia
ciando 2 "Ceometria Analisica ordinaria 4o esna
n-dimengional, wsando determinantes como instrum
to esecencial”, (12)

Tn Alemgnha, Cragsmann inlcla o uso da nOLRga

-

A vetores e relaglo 2 uma Lase (e,, Spreset Oy
nra U 83pago n-dlmcnsiorul, ezﬂ“e"""ﬂdo-oa S hvho

o3 Ans onemooeu + G, 3

v =, 8 TE, 8 PR = I - S

(11) = Ia ibidex - oag, 38
(12} - Boyer, Carl = n

a da =Zat .wgﬂcﬂ“




”,
sragscnann da os prinelros nacsos para cheg
nogao abstrate de estrutura de ecraco vetorinl (=
bre R ou C),

F, Klein (1249-1925), aluno de Plfcler no Uni-

versldade de Zomn editou sua obra zobre o Nowa Zeg
2etrla ¢ fol mais longe,

=

Calvez Insnirado pelacs nogaes de Lagrange co-
Lre a teoria doc sruzos, “"inpressionado con as pelo e}
gibilidodes unificndorac do coneceito de Srupo; rag
gou boa parte do resto de sua vida desenvolvendo, !
aplicando e porularizando 2 nogio®, (13)

Slstematiza as trancformagdes de coniato de 30
’
rhus Lle as quals, em zeral, levam superficies tan
I
gentez en superficies tungentes,

ein, utilizando a noga@o de grupo, mOSLra co-
=0 as varias geonetrias jodiam ser caracterizadas
de rmodo unico, Z=le o foz nuna aula inavpural  em
Erlangen, em 1872, Iota conferencia, chamada "Er-
langer Frogramm®, descrevia a geometria come "o es
tudo das propriedades daz figuras que permanecem !
invariantes so®t un narticular grupo de tranaforna-
goes™, (14) "

0 trabalio de “rege (1870-1913), iniecicdor da
tenféncia losicista, que faz da Aritmética un ramo
da lésica, orizirou a sintese de 2, Tussel e White
head que, »or sua vez, fol contimuado nos  traba-
lhos de Fascch, Teano e Iilbert,
(13) - Id ibiden - paz, 4OO
(1%) - Ia ibidon - »ag, %O

"



I 1872 surze Tecaro conm aeu ginbolicmio ¢ o for
-mlario pas 1~*~‘1co ou ideosrafico, Hais tarde, !
Soano emunera os axiormas en que se fundamentn a M-
ritmetica, entendida como a teoria dos nunenos na-

turals, em "irithmetlcae Frincipia llova lethodo I
rosita®, Jostes axionmas ele utiliza trec  ideins
srinitivas: 1 ou O {entendido como um prineiro elg
zento g), nunero @ sucosclvos:

1)1 e s nunero '

2) Se a _é um mmero, seu sucessivo (a+l) bambem &
un numero.

3) Se dois mumeros sao isualis, seus sucessivos tan
mo»m.

;) 1 nSo e sucessivo de qualquer numero.

5) Toda »ropriedade que pertence ao numero 1, se,
ao pertencer a um nenero x, rertence tamben.qo

zuceszivo, & uma propricdade de todos os nime-
. Yoy,

Peano, introduzindo a linsuagen simbolica narn
gxpressar idéias fundamentais, chega a construir o
que Leilniz pretendera - escrever ror neio de si=-
bolos uma proposigac gqualquer ¢ reallzar calcul oz
formais econm ﬁrODosigoos, passando da pasigrafia A
idsocrafia,

30 om 1888 Peano retoma a obra de Crascmann g,
dizspondo da lingsuazem dos conjuntos, pode dar uwnaa
definicao geral dos 0spagos vetorlals sobre R "qus
36 difere da nossa em pontos secundarios” (15)
aa una definigao seral de aplicagoes lineares, Chg
za a definigio de espagos vetorials de 5lﬂens° ol

= —

(15) - Ia ibidem - paz. Ok

2

¥




2y 'dandeo couw enenzlo o esntoo de bodos oz
~
Jolinonios do coeficientes 2exis®, {(15)

. — 4

__' 1?‘\”6 .

In 1525 Yhitehwead ﬁ““e,cnua waa versco uaificn
da das l*;gnavon formals a%e ensdéo uiilizadas en
cen "ratado de Xloobra Cniversal, onde a cons ra
"n eléncia dos caleulos, com uma adig 320, comubn t;

2880 ciau-va, dotada de um elemento neutro, 0]
nltinli cavao duplamente distritutiva ex1 xela
nr

ecedente” (17),

Zm 1903, Iertrand ‘uscell publica wn rprograna
de unificacio tobal da Iatdmatica, por redugao 2
Légica q, nails tarde, junto com Whitehead, redi~e
“’“lnclnia Dathonatica” em que os Jois exnoom Su-

as ideias sodbre esia unificagao.,

Zernelo, en 1908, formula mwma ariomabica, vi-'
condo a exeluir definigoes "nio predicativas® ou
de ecirculo vicloso, onde o definido esta na defini
200,

-

Intretanto, o verdadeiro sistenmatizador e nro-
ruleor do netodo ariematico fol David Hilbert.que,
en 1899, exmnoe zuas ideins a respeito, se bo; que
na0 tivesge ainda utilizado 2 linzuagem sinbolica,

Za nosso tempo, 0 zZrande representante do ten-
déncia wnificadora da natematica 6 o gruno Zourba-
31, gque teata expressé-la atraves de uma linsuagen
formalizaﬁa. Sesundo Zourbaki, "do ponto de vista
(18) - Zey ”agyor, J, = “.suoria de la Tatemati

ca" - pag. 300

(17) - Disudonnes J, - **e~e d'Zistolire des la-
*bematiq es" - naz. 343
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srionakico, a latenatiecn aparcee nssin como um re
?ositério de formas abstratas -~ ag estruturas nate
maticas; @ acontoce zenm que salbanos por que, que
certos asnectos da realidade empirica se ajustan
esgas formas Jor una esnecle de pré-adaptagio"(lﬁ)
Zle tentia comparé-la gcon 28 estruturas nas outras
ciencias, Trataremos adiamte o caso da Epistenol
sia,

C grupo Sourbaki continua desen?olvendo estu
dos 2 resvelto das estruturas matematlcas,

Novas tondencias an surcido, nas fogen at
tica squil abordada,

(1€) - Tourbaki, ¥, - "L'irchitecture des fathéma
tigues® ~ pag, h6
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A estrutura de unm conjunto ¢ definida nela ode
racoes e ag relagoes ncle utilizadas, e suas pro-
»riedades, Entende-se vor estrutura algébrica, co
10 ja foi wisto, um conjunto munido de uma lei de
composiclo com as propriedades desta leil, Inire as
estruturas algzebricas definir-se-ao &g mals  sim-
nlest grupoide, moncide, srupo, anel, corpo e esna
¢o vetorial,

b g;ggé;gg: grupélde G ¢ todo conjunto munido de
una leistal que GxG—» G:(x,y)—+x*y, Esta designa-
¢ao ¢ dada por Pavy,
Exemplost (2,+); (Z,-); (B,.); (9 E,N)
2, lonoidet monolde If e todo conjunto munido de
tma lel assoclativa que tem elemento neutro, g,
Exenplos: (2,+); (B,+); (B,.); (PE, U
Contra-exemplor (N,=), pois a diferenga nlo € uma
operagoo en X,
3., Crupos: Grupo G é todo conjunto munido de uma
lei assoclativa, que tem elemento neutro, e em que
cada elemento tem un simétrico.
Zxomploss (Z,+); o conjunto dos vetores do »lano
com a adigio de vetores; o grupo das translagoes,
das rotagoes, das simatrias; o grupo de Ilein,
Contra-exenplo: (¥,+), pols os naturais no tem si
16trico aditivo cm M,

tivo ou atellano: um gruno conuta=-
tivo ou abeliano & um zruno -cuja lel de conrosigao
& corutativa, ’
Izemplos: (3,+); (Q ,.) .




%, Anel: omel ¢ um conjunto & munido de duas operz
a0es tais que o conjunto com a primeira overagdo G
um sruno abeliano, € a sesunda operagio @ associa-
tiva e distributiva en relagdo a prineira,

Exemplos: (3, +, .J; (R, + .); (B, +, .); o con-
Junto de matrizes da foma ( 2 8) com a3 onernoaE

de adlgao 8 nultiv11c“gno de zatrizes,

L1 &ngl comutativos: & o anel em que a segunda ong
ra030 8 comutativa,

Exemplos: oS aneis acima citadou, exceto o de na-
trizes, cujo nroduto nao e comutativo.

.2 __gl_ggg_gg;ﬂggg° & o anel en que a semunda O-
seracao tem elemento neutro,

Exemplosz todos og aneis citados acinma,

.3 Anel & e diyisfo: € o anel em que a segunda opg
*agao ten elemanto neutro e em que todos 08 elemnv
vOS' exceto o elemento neutro da primeira oparagwmr
tém um sinetrico para a segunda operagao,

Considerando 28 duas operagoes como + € ., DO-
deria resumir-se esta definigdo af
GRS A ) & omel de divisao ﬁA, +) & gzrupo abe-
liano
(A~ 0, .) & gruro
con a distributivi-
dade de . em relagio
a+ ,
Exenvlos: (2, + .) e anel de divisao comutativooo
conjunto das mntrizes 2:2. cujo deterninante e di-

ferente de zero, & anel n3o comutativo; o conjunto
dos auatornios definido vor




o, 4 y < S - N SN,
w=a Falktg ¥ LR .i(:. 3 2= =K"= <1 ;
= :’ : “9 J » - ~
i3 =3 T =1; 1 =3 e anel de divisio nto co-
ansative (L3 # Ji)
[T [
“reofr ANOL £ 180res de Zgrot se o anel A tem ele-

nentos a,be "s, tais que a.b =0, cendo a e b diferg:
tes de zero, edtwo ele & chamado anel a divisoras
£e Zero,

Trenplo: o conjunto das classes de equivaléncla ¢

du’o 3 com as erqgoes de adigdo e multinliencio
2, =1{5, I, 2, 3, %, 3} (3x2 = 0,223 = 0)

'.+5 Anel ou dominio de interridade: 6 o anel comu-

tative ¢ unitério,e que nao tem divisores de zero,
Zxemplos: (2, +, ,)

5. Cor»o: corpo C & o anel comutativo,cuja sesumndn
oneragae ten elemento neutro ¢ om que todos os ole

~enuou, oxcevo o neutro da “rineira oreragao, ten
Sl:3u¢100 ara a segunda operagao,

Considerando as duas operagoes como + e ,; pode

ria resunir-se estg definicao a 3
+ e assoclativa, tem elemento
neutro, simetrico e e comutati-
va, )
.om C—0 e aistributiva on
relagio a +,
ObserTaglio: se C @ corvo, entio & anel de diwvisio
comutativo e vice-versa,
Zremnlos: (R, +, ,); (], +,,)
Sontra-ex enwlo. o conjunto dos cuatern*os definido
om 4,

Conven acsinalar aue ha diverseéncia entre auto

(C, +, .) @ corno
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res quanto a dofinig&o de corpo, dispensando, al=-
-ums, a comutatividade da sesunda operagio, ILstes
definen, entdo,coxrvo gcomtativo como agquele en que
a sezunda opern.g:'io e comutativa, Tara estes, -or=-
tanto, os quatérnios seriam um corpo nie comutati-~
Vo,

Bl W: 8o corro em que esta def‘!:sicm
ung, v‘alaqao de ordem,isto e, roflexiva, antisoine-
frica @ transitiva,

Exemnloss (R . . )
B : (Q: : g} com a relagao &

5.2 Coxpo ordenado comoleto: 6 o corno ordonado enm
que todo subeonjunto nio vazio que ueJa cotado gu-
periormente admite um subremo no proyﬁio conjunuo
ou que, sendo cotado infériormenta, admite infizc
no préprio conjunto,

Exennlot (2, +, .)

&. Egpago vetorial: easvago vetorial 7 sobre um cor
po C @ um conjunto munido de duas oneragées +, .,
sendo V um grupo adlitivo comutativo em que 3 mulil
nlicagao por um escalar k de C, tem as propriedadss

(j,)kl, kzec e vEeEVY, k (; v) = (511. v

(ﬁ.)kec e, VvEV, 1:(u+v) = Xu + Xv

., kg0 veV, (L -+ =k vtk
L .:26 e ve,(lcz)v 11-'.7 7

. BExemplos: (R, +, .) cobre B3 a...' natrizes 2::2 sobre
R, coa a O'oe*agao ce adiqwo e ml’c‘*‘vlicagwq LOr €S
calar; o conjt.nto dos polindmios P = (u.x«*+b::2 o
a, b, ¢, @ € ') com a 4di¢lo ¢ multiplicacio esca-
lar definidas usvalmente,
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Como vimos, na rTropria definigho de estrutusa
e »ala evolug&o diacronica e sinerdnica do estruty
rallsno, ag ciéncias estio cnda veZ mails inte”l‘
dns 8, na busca de nodelos formais para suas es»*u
~as, elac acabam por se enmbasar na ! atematica

Pode dizer-se que o quica latematica crion o
zramde elo entre a lMatematica e as demais diseipl}i
nas, ha nesnma nmedlda em que a apistemologia {(teo~
riz do conhecimento) se liza ao rrovric sistena
das clonelos, nio pertencendo mois no doninie ome-
cluzivo da Filosofia,

Dourbakl em um artigo no "Journal for Iymbolic
Loric™ dilz “entre outwas palavras, o Loclea,no aue
concerne 2058 natemdticos. nao e nada nals, nada me
nos que a zramatica da linmgnagen gque o usada, umn
linguagen que tinha que existir antes de a gromasi
ca ser conastruida”,

Zn todas as cléncins se reconhecen estrutures
anélogas as lo:ico-maten"v_ cas, -a T{sica temos o
exenplo das forgas, onés figuran as operagoes do
comrosigho,

En lingufstica, Saungsure nostrou que o8 nToCces
s0S daﬁnaua nAo se reduzian a diacronin e que nao
basta conhecer a historia da’ ralavra para compreen
der geu sicpiflcudo atual, 2le aclia que, alénm éa
higtéria, ha "sigtenn™ que vcﬁ stiag lelis de equi



