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ASLESECAAD

A eduecaglo matematica, no guadro da ednca
¢a0 zeral, deve estar estreitamente relacionada con
a realidade do educando, !ao se conpreende com is-
5o que ela tenha mero carater atual, mas, sim, aque

soibilite uma wisao eritica e criativa, vara a e-
Laboragao de alternativas que contribuam para a me-
ilhoria da gqualidade de wvida do honmom,

Importa gue se relacione o especifico de
cada disclplina com os asvectos blo-psico-soclals;
que se situe o individuo em seu contexto, mas de
forma o abrir fronteiras para que possa vir a modi-
“ica-lo: que se busque uma permanente recriagio de
seu espago para o vomguista de sua verdadeira huma-
aidade,

Con a certeza de que o conhecimento de ex
~oricneias bea sucedidas e de teorias novas permite
0 Nrogresso cientiflco. nossos Soletins nrocuranm di
fundir o que se nos apresenta como de interesse da-
aueclsez que “rabalham em educagdo matematica,

Azgim, 4neluizos neste nimero a confercn-
sia,do Dr, oward Fehr sobre a atualizagao da Ceome
tria, nrocurando despertar os rprofessores para 2
nocesgidade de reformmlagao de seus programas; 1a-
ciuimog, tmabenm, nm Srabalho-sobre as ustruturas nn
.ate:ética, o outre sobre Conjunto i dos suheros Ha
surais e o Frincirio da Indugao elaborado por alu-



nos do Curgo de ros-Graduacio em latematica-GZFLii-
USU, Destacanos as noticias sobre o XKXIII Encon-
tro Intermacional da CIEAEI em Pallanza (Italiz) o
sobre a palestra do Prof, Claude Gaulin (Universi-
dade de Laval - Quebec) a respeito do Programa de
Aporfelgoamento de Professores de latematica, an-

Loz de srande importancia e atualidade,

Finalmente, colocamos uma resenha sobra
o livro "Caleulo I, II e III" de autoria de 3,5.3,
Avila - Bditora Universidade de Zrasilia, recento-
mente publicado,



TEEFCLTA DO ZISTH0 DA GEOIETRIA
Frof, Loward F, Fehr (EE,UU.)
Traducao de lioema 3a Carvalho

- Confereéncia rromunciada na Frimeira Conferéncia
Inucr—Americana sobre Educagao Hatematieca - Soro-
ta, Colombia, Dezembro de 1961, Tublicada em "Edu
caclon liatematica en Las Américas®,

—-oward Fehr - Bureau of TPublications Teachers
Collece, Columbia University.

O estudo da Geometria apresenta alguns dos
problemas mais discutidos do ensino da Matematica
atual, tanto no nivel secundario quanto no univer
sitario.

C descontentanento geral com os programas o
vém, en parte, da influeéncia dos vrogressos da lia
tematica na compreensdo do que constitul o que se
denonina "Ceometria®™,

Por consequinte. antes de se considerar um
planc de reformas, é necessario evaminarem-se a-
queles movimentos que deram forma a nossa visao 3
tual do tena e medir seus efeltos no ensino,

DESESVOLVINENTC DA GECITETRTA

0 papel desempenhado relo descobrimento dan
~eometrias nao euclideanas ao libertar esse tema
10 jugo da intuigao. e demasiado conhecido  vpara



=

2ue erega nais do que nossa atengao rassazeira,
~enos con:ccido, talvez, seja o fato de que, des-

de o seculo AVI, Clavius tenha anontado una falha
ng tratamento q1spensado por Zuclides as nronor-
goes, (1) Un seculo mais tarde Leibniz chamou &
atencio sobre o lapso de Euclides no caso de in-
tersegao de duas circunferencias, cada uma zassan
do »elo centro da outra, A dependencla de varias
éas suas demonstragoes de uma suposicdo acerea da
ordem dos pontos de uma reta, nio expressada ex-
2licitanente, adquiriu significado especial quan-
do se converteu no ponto central do movimento »a-

a "salvar® a Geometria de RFuclides, com inten-
gao de assegurar que o conjunto de seus axiomacsg
ria completo.

Entretanto, aresar das criticas que se lhe
fizeran, a anica Geometria prossezuliu sendo a eu=-
clideana, ate o ano de 1800, Sssa situanglo ru-
dou sensivelmente no seculo XIY, guando houve uma
cxplosao de especulagoes sobre esse tema com espe
cilal atengdo, em princinio, ao desenvolvirento de
diferentes tipos de Feometrias, Telix Xlein (2)
_contribuln com novas luzes sobre esses tipos de
ceometria, usando a teoria dos grupos de transfor
nagoes aplicadas as variedades, para classificar
as diferentes Ceometrias, Alnda que o chamado
(1) - Zuclides rio aprovou a exist tgncia de uma

quarta nrono*cional a tres srandezas dadas,

{2) - Trozrana de Zrlanzen, 1872,



“Iroprana de Srlonzen® de Zleiw tenha tido o mord
to de mostrar a vnidade essencial de todos os ra-
08 da Jeometria desenvolvides ate egsa éroca, sa
bermos o je jaue ten serias Mtaqoes, ezpecialnen:
to quando e considerada ex _zelagdo 205 @5pAgos I ag
t>icos, projetivos e uopologicqg.

04 senvolviner'to da geometria nos ultinos
cinco lustroa do seculo XIX se caracterizou Do
ac tendencias diferentes, Uma (a2 Seometria Di-
“excncial) conseguiu arrastar a.Gounetria tao com
~lotanente nara o dominic da Analise gue esse te-
ma se estuda hoje em 41a sob esse ponto de vista
¢ n malavra "zeometria™ af usada tem atualmente
—ais o valor de adjetivo do que substantivo, A
sutra tenddncia teve vor forga motriz o desejo de

estonrar o rrestizio de que havia gozado 2 Ceomg

£+in de Tuelides durante seeulos, O amadurecinen
45 decsas tenddncias conduz a gue seja  Dossivel
ﬂon..c'n"l-.--oé a GCeometria eomo U= conjunto de w:)--
208 icoes gue se degenvolva em forma ordenads,i, e,
de ncordo con as leis da logl,ca, a tartir de um
conjunto de axiomas,

i.—l

4 Sagch deve-ze atrimiir 2 rrineira formula-
270 abatrate de un conjunto completo de axlomas,

Zsse traballio inicial fol sezuido rouco !
e=no apes por Peano, rlerd, e outros membros do
trgwmlario®, (Deve-se observar que os autores do
"Hormalario" fo* narn 1250, a contrapartida do

-

Sourbalrl atwal, no sentldo de que se tratava de



nn suso de matentticosz que escrevia llatenstics o
vongada sob uma Sivma Gnien),

0 neriodo aa azerfelconmento da “eomatris
¢o Zuclides culainou en 1299 conm o anoao " orunde
langen der Zeometrie" de Tilvers, ane ndo 80 &
rais coniiecido que outras foraulagoas dn Zgorio-
tria, como ten erercids moior iufluerci que gtial
quer outro sobre o ensino degoa matéria em Lodoo
o8 dive*s. &0 aparecer o tratamento de ”1luert -
sirnificativonente qn1ndo se inicia o novo secv
1o = foran cor*_dos oo ultinos lagos que lign
% Geomebria a intuigdo e foi confirmado o fato dc
que, 1o quae concexme aos natematicoo, o formalic-
mo hmvia obtido uma notavel vitorﬂu.

.’:‘.’S""O D3 GEQIIRTAIA

Yas primeiras decadas deste séeulo o movinen-
o dedicado 2 refinar a base asmionatica da Io0ne-
tria de Buclides surtiu nouco ou nenhur efeiza ]
bre o onzino dessca 1atcri, tanto no nivel 3chvdm
2¥o granto o uri"c”sita‘io o cnicn audanea Ha
Zeometria do bacharelado desse ncriodo. gque Dods
sor atribuida n osse movimento, foil a —odificacio
208 llvros-texto da definiglo de "axioms® que -ng
sou ¢ "rexdade evidente® nara "uns afir-agdo oup
davo cor nceltz sen demonatragac™,

~OTS ccs a mdmmiga, Duelides, com *odas o3
shns cm;:cocs, nrevaleceun, o nivel uriversit

”
=519, o8 gursos do Teonciria tomavon tituloss Mleg

“
’
‘



nmotria Irojetiva Jintetica, 'Cesnmetria Analistent
ouCgometria Eré-i:almsité.ria". QO tenma desse &;
timo ecurso compreendia tép‘icos Yaic como oz Ton-
toz de Trocard, o teorema de Ceva ¢ outros simila
res, apresentados fodos zo estilo classico de Bu-
clides,

Essn situagio de imercla mudou #a decada de
1930 com o renascizmento de interesse velos oxiomas
de Iilbert como base aprorriada para um prograna
de instrugao na esesla secundaria,

Tessa evoca G.D, Sirkhoff elaborou una modi-
ficagao significativa dos axiomas de Buclides, se
suindo n norma geral Impesta por iillbert, Dorex
censesuindo una gramde economla ao fazer uso das
sroxriedades do conjunto dos numeros reais: o de
orden ¢ a de completiwidade, C vroblena que
Sirkhoff esperava reselwer dessa maneira fol apro
priadamente abordado ez uma tentativa semelbhante
felta por Saunders aciame, como a de encontrar !
"Um conjunto simples e Imtnitivo de fatos sobre
distancia e ansulos gue bastasse para caracterizan
2 Ceometria Plana™,(3) Com o natrocinio da ™iatio
nal Seionce Fourndatior®™, os axlonmas de Sirkhoff, !
nodificados por sua weE sor Edwin €, loise, foran
utilizados na sreparagao de textos experimentnis(h
(3) Saunders ilacLane,"™Wetric Tostulates for Flane

Geometry", Amexriecan athenmatical Ionthly, vol
"-:50 19599 oD 5!‘53 <= 555.
(%) School liathenaties Study Crour “"Geomatry™,wvol

I '@ II, Zale Uniwersity =ress. 1951,



gque ectao sendo usados em muitos colegios dos Es-
tados Unidos,

Cutra tendencia do estudo da Geometria na ez
cola secundaria, iniclado na Alemanha, onde -ce a-
nlica atualnente em forma bastante generalizada,

recorda alguns aspectos do Frograma de Erlangen,
de Xlein,

0 grupo de transformagoes (rotagoes, refle-
xoes e translagoes) e utilizado para caracterizar
a Ceometria euclideana, porém precedido de um sig
tema de axiomas que conservam a congruéncia de
triangulos da Geometria de Buclides como fundamen
tals para o desenvolvimento posterior do estudo
da Gecnetria,

Sachmann (5) mostrou que esse grupc vode ser
substituido pelo grupo das reflexces unicamente,

A sobrevivencia da Ceometria de Buclides se
dove princivalmente a crenga de gque ela seris o
unico tema disponival e apropriado para Iinlclar
az mentes jovens na ratureza de una estrutura mate
natvica,

Cabe observar que, em oposigdo a essa idéia,
temos mals de meio seculo de desenvolvinmento de o
ritmetica e algebra, que mostranm em forma elemen-
tar a natureza de una estrutura axiozatica,

(5} Sachmann, “Aufbaw.ddf Ceometrie aus den
Spiegellungsberfriifi" Sringer Verlag, 1955,



I, denm dnvida, tanto no nivel secundario gquanto no
uniwersitario, tomos mmo. ate ha ouiso pouco
tenpo, o ensino dessas materias anm qualquer c:utra
forma que nac fosse classiea. lio momento atual @&
claro que, se assin o desefarmos, podenos utilizar
ranos da [latemitica diferentes da Ceometria nara
desenvolver =2z ideias de uma estrutura oxlomatica
e pernitir, assim, un tratamento da geometria sob o

que se poderia chamar um m da wista contempo
raneo,

Apesar de todos os comheeimentos a nossa dis-
pogliio, os atuals iratasemtos reformulados da Seo
netria nos Hstados Unidos estao dirizidos essenci-
almente para a conservagao #a Ceometria de Eucli-
dos, corrL_idos seus defeltos or melo da introdu-
gao dos numeros reals, As conferencias de Aarhus
(125C) e Solonha (1961) se concemtraram principal-
nente na apresentagao de sistemas de axiomas que
permitem conservar a Geometria de Euclides, O prg
=resso ao nivel da escola seemndaria parece haver-

se estancado no ‘pantano da GCeometria de Fuclides,

.

Zn un nivel supericr, mos Estados Unidos, a
Jeometria comegoun a desaparece> ultlimanente, Os
-eonetras do tipo moderne "gmardaran ha muito tem-
20 todos o8 tesouros euclideanos en um mUsSeu  no
aual o po da Tistoria apazou prontanente o seu bpri
lhe¥, BDa nesna maneira, a Ceometrla inalitica co-
mo toma esta deua.pa.recendo rapidanente € 0 esgen-

cial dessa wavevia se encontra agora 20 S50 estudar
Analise ou Calculo, En substitulgdo a essas geong



triag, una nova tendencia que esta adgquirindo for

ca @ a de dar cursos que exaninem os "Fundamentos
da Zeometria®™, Fara tails cursos, o trabalho nonu
nental de 0, Veblen e Young sobre Ceometria Froje
tiva tem servido de fonte, Outro livro, nmais li-
mitado em seu conteudo, porém que esta sendo alvo
de renovado interesse ¢ o trabalho de I, Forder,'
sobre os "Fundamentos de la Geometria Euclideana®,
Esse tratado formece uma estrutura completa do es
pago meétrico euclideano, utilizando axiomas esco-
lhidos entre o=z propostos por lHilbert, Peano, Fie
ri, Huntington e outros, Um livro que introduz '
no programa universitério elementar temas de van-
suarda da xatematica é o trabalho de L.M, Blumen-
thal, "Una Vision Yoderna de la Ceometria", Come-
¢cando pelo conceito de anel ternaric desenvolvido
por larshall em 1943, Blumenthal rropoe um ciste-
ma de coordenadas no plano afim e chega a desen-
volver um conjunto de postulados metricos para o
plano euclideano, For ultimo, e no nivel univer-
sitario, ponhamos os tratados de Levi (6) e de
Libois (7) que empreenderam igualmente o estudo '
da Geometria por meio do espago afim,

Se nos pedissem uma caracteristica destaca-
da da Matematica do século XX elegeriamos provavel
=ente a sua unidade, Isto se deve sobretudo ao u-
S0 generallzado dos conjuntos e das estruturas,

(§) Levl, Howard "Foundations of Geometry and
Trigonometry™, TFrentice 23}1 1940,
(7) Iibols, Paul. "Tntrodution a la Geometrie",

dagitulos I, IT ¢ III, Inprenta de la Universi
de ”ruseles, 1050,
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Um desenvolvizento “a*ério da Ceometria e quse
a liga mais estreitanente a matematica em sua tota
1idade € o tratamento do espaco, 3sse movinento !
pode -se descrever como aguele no gqual oz natemati-
cos, 20 observar os vetores tal como foram concebli
dos e usado pelos fislcos. os tenham transformado’
en uma estrutura dauematlca para estudar o espago,
i evolugao zradual das classes equivalentes de ve-
fores livres em um plano ou no espago para os veto
res centrados. para o vetor como conjunto ordenado
de dois ou treés numeros reals unicansnte, para 0
espacgo métrico e vara o topologico fol o mailor ex;
to moderno no campo da Geometria,

Algunas tentatlvas de introdnzir vetores no
desenvolvimento da ”eometria analitlca lograram X
bouco avango nos naises europeus e nao tiveram e-
x1to nos Estados Unidos, Um texto de Eeynolds,es
cerito em 1928 e ocutros de Hurmaghan, em 1946, ndo
tiveram aceitagdo nos estudos universitarios, llos
ultimos anos, esse tratamento esta aparecendo nos
textos de Calculo sob o titulo de "Espaco Vetorial"
Yesse contexto, sen proposito e desenvolver aque-
les topicos dos espagos afins e euclideanos  de
duas e tres dimensoes necessarios para o estudo e
as aplicagoes de Calculo Diferencial as curvas e
as superficles, Xesmo ai, onde se estdo utilizan
do esses textos, a introdugac do espago vetorial'
nao obteve grande eéxito, 1a fortes razoes para
crer que a diflculdade se encontra na falta de

srezaro nor parte dos al'unoe Dara estuda‘ 0 espa-
go em uma forma que nao zeja atraves do desenvol-
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vimento sintetico da Ceometria de fuclides,
ORA DO ENSINO

lo que segue me referirel a Geometria de Bu-
clides como a apresentagao sintetica dos elementos
de Puclides junto com aqualguer outro refinamexnto
nodernc, tal como os feitos ror Hilbert, Forder,
Sir¥hoff e outros: e me referirei a Ceometria eu-
clideana como o espago concebido como um conjunto
de elementos chamados pontos, e no qual se introdu
7o uma estrutura e uma metrica que dé as dlstan-
cias e conserve as relagoes que se encontram na
Geometria de Fuclldes, Esse espago suclideana es-
ta no cerne da latematica e suas propriedades nos
oferecem o meio de estendar e generallizar muitos
dos outros ramos da Matematica (por exemplo: a He-
latividade, a Ceometria Diferencial, oS grupos, OS
Espagos Hétricos e a Topologla), A Geometria de Fu
clides, em troca, nao tem nada a ver com esses te-
nas; 6 hoje esteéril, encontra-se fora do caminho!
srincipal dos avangos matematicos e pode ser rele-
zada sem temor aos arquivos Ddara uso dos historia-
dores de amanha, -

, A manelra de enfocar a Ceometria ou qualgquer
outro ramo da Tatematica o muito diferente hoje do
que era no comego do seculo, Partia-se, entao, de
un conjunto de objetos cuja existencia ceralmente’
se adnitia, porém gen os descrever, &o qual se
tmounha una estrutura total na forna de um con-~
junto completo de nxlomas (basta mencionar unica-
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zente ifllbert e seus "“undamentos®, ou Huntington
¢ seus 27 postulados de algebra complexa), O te-
za ficava entdo completo com excegao do desenvol-
vinento tautologico dos teoremas da estrutura,

‘oje sc parte de un conjunto basico cujos e-
lementos ou nao estio definidos, ou se constrden

2 partir de conjunteos mais fundamentals, Em Geo-
netria nos referimos ao espago como a um "conjun-
to" e a seus elementos como "pontos", Introduzi-
mo0s logo uma estrutura no conjunto e desenvolve-
20& as propriedades possiveis segundo essa estru~
tura (isto ¢, um espago vetorial afim), Sobre eg
ga estrutura ¢ em formas multo diversas podemos

troduzir uma estrutura adiclonal, obtendo,assim,
um novo espago (por exemplo, ao Iintroduzir uma
norna no espago vetorial afim se obtém um espago
vetorial normado), Fodemos,entao, desenvolver '
ainda mals a estrutura, introduzindo uma metrica
(uma fungdo de distancia) em nosso espago normado,
e, de acordo com & fungno que defina a distancia,
obteremos diferentes esoaqos- se se utillizar a
fungao euclideana se obtera um espago vetorial eu
clldeano, E, conforne seja a descrigao de nossgos
- pontos, poderemos obter 1,2,3,.4% .. OU uma infi-
nidade de dimensoes em nosso €spago,

3e o metodo anteriormente descrito de empre-
gar um par ordenado (conjunto, estrutura) para dg
£inir un uistena. em latematica esta de acordo com
0 espirito da cfoca, e 3¢ a possibilidade de in-



£

troduzir diferentes estruturas em um conjunto '
proporciona flexibilidade a esase sistenn, devenos
captar algo desse espirito no estudo da zeometrin
no bacharelado, Necessitamos alsumas idéias zeo-
netricas novas e audazes que nos convidam a libexr
tar-nos de Buclides, ZEssa fol a tese de Dlsudon-
ne na conferéncia de Toyaunont, onde assinalou os
aspectoa nosz gquais se poderia acelorar a reforaa,
Ut1lizando suas observagdes e as idelas de alguns
dos que participaram do seminario de Dubrovnil,da
sejaria Dproror o seguinte programa de ensino de
Ceometria, a partir da idade de 11 anos até che-
gar anos cursos universitarios, O tempo de que
disponho me parmiée avenag apresentar o esquenn
principal desse programa, Se bem que seja relati-
vamente simples completar os seus detalhes:

GECMETEIA DO BACHARELADO

Antes de ingressar na escola secundaria, aos
11" anos ou mais, as eriangas ja devem ter adquiri
do uma crande quantidade de ideias geométricas,to
das elas de natureza Tisiea, Aproveitando esges
conhecimentos e utilizando metodos de laboratorio,
tais como os de medir, dobrar, desenhar e constiri
ir nodelos, o aluno pode adquirir e empregar en-
tre 0s 12 @ os 15 anos toda a informagao contida
nos elementos de Buclides sobre Geometria plana @
do espago, Durante esse veriodo, e pouco a souco,
pode abstrair os elementos conceltuals esgenciais
tais como "ponto", Mfigura", "reta", "plano", "es
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nago®, cone constm-,oes Saramente mentals, e geng
ralizar as rela.q.oes entre esses elementos ate cs-
tabelecer certos encadeasentos dedutivos de teore
nas cobre algo nenos que uma base aXiomatica,

Entre os 14 e os 15 anos o aluno encontrara
trabalho dedutivo adlicional em Algebra ao estudar
novos sistenas mmeéricos e a estrutura algebrica,
Aos 15 e 16 anos devera ser eamaz de combinar o
&1gebra con a Ceometria, em um estudo da geone-
fria plana afin,

In prossegulmento e a titulo de sugestio, se
gue-se un esbogo do que se poderia fazer,
1. Introdugao das classes de egquivalencia
dos vetores 11vres; adigao de dols vetores
\como uma operagao diferente da de dois
nuneros) © grupo dos vetores face a adi-
gaos teoremas e exerciclos,

2, 0 produto de um veteor por um numero real
ou multiplicagac por escalar & suas pro-
rriedades, Essas propriedades permitirio
a demonstragao de todos os teoremas da

eometria plana afim, As de mais impor-'
tancia saos

(a) Dado um ronto » e um vetor ¥, uma re-
ta e o conjunto dos pontos M vara os quails
13‘? = "'7.

(b) ¥ = X¥v implica que v & v' estejam so
bre.retas paralelas recivrocamente,

(¢) 3¢ kW = hW e T e ¥' nao estdo sobre
retas paralelas emtdao X =h = 0
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(a) Se a.v-l-b'v?-c'v’-!-bt? entao a=c e b=3,
Sendo ¥V, WA OCe 74 Eﬂ'(l)

3. Introdugdo das coordenadas e dos vetores

centrados, 3Bace do sistema de coordena-

oz e de projegao paralela e as componen-

tes de um vetor. Poderenos, entio, estabe-

lecer 2 equagao de uma reta no plano a
Iin de estudar suas propriedades,

i, Introdugao da nogio de perpendicularida-
de e de rroduto interno, Definir al b se
Aa+B3#a-8B. Poderemos decenvolver, en-
tao, o teorema de Pitagoras. a loi dos cog
senos e toda Ceometria euclideana plana,
Alén disso noderemos relacionar a Algebra
com a Geometria, dando uma 1nternretaqao
vetorial a um par de equagoes lineares cm
duas 1ncogn1tas

“odo esse trabalho & Ceometria rezl, elemen-
tar e preparatoria rara a maneira pela qual se u-
tllizara a Ceometria na Fisiea e na Geometria Ana
lit*ca Zode-z6 utilizar como exemplo de um de-
senvolvimento ariomatico, TPossul estrutura, Je-
mue as sugestoes gque Dieudonne e Choquet fizerar'
em Zoyaumont e Aarhus respectivamente e ecta coz
pletanente de acordo com os pontos de vista ex-'
sressados por lenrl Cartan em Zolonha, ao pedir
que se levasse o estudante, tao diretamente quan-
to fosse nossivel, a0 estudo da geometria afim e
dos espagos vetorials, Iao-foi sua intengao que
sg exclulisse nem un dos passos pedagégicos:neces-

(1) Tota do Tradutor



sarlos para tornar rossivel a transigio entra a
ceomeiria intuitiva e esse =material, porém nediu-
-Se gue todoz os pontos desnecessarios, ror dedu-
tivos que fossen (Geometriz Frojetiva, zoometrias
finitas ete) se posterzassen,

A 1dade de 17, 18 anos, essa Seometria node
desenvolver-se, ainda, com a introdugio do espago
euclideano a una, duas e t»es dimensoes. Junto
com o estudo dos conjuntos, as operagoes ontre
conjuntos e as representacoes e o uso dos diver-
sos sistenas de coordenadas, sera essa a nellor
oroparagao rara o estrdo da Analise, de que pode-
o8 disror no momento,

To nivel universitirio, o estuds sistematico
dog esragos vetorials e da transfermagao linenr!
(f1zebra Linear) vode completar esse estudo da !
“eometria, Illessa etana ninsuen se pergnntara se
esctara fozendo Alzebra ou Geometria, Adicional-'
mente, deverla estudar-se a ‘ecmetria pura sob o
zonto de vista moderno, tratando os fundamentos e
as relagoes das geometrias finitas, a geometria a
fin, a geometria.projetiva, 2 zeometria conforme
e a natureza do espago (metrico, tonoldrico e
transfornagoes),

Irosseguindo, citarel alguns dos movimentos
orincirals do pensanento matematico que devgn in-
flui>» em nossa atitude gquanto ac ensino da Geong

descobgrta das zeometrias nao euclide~

es
a influencia na =xiomatizagao de todos os



ranos do eciudo nmatematico,

2, Ac classificagoes das zeonetrias de

Zianann, Jein e outros,

3. A aritmetizagao da ilatematica efetuada,co

mo sabemos, por Dedekind, Welertrass, Cantor e ou

tros,

al,

O desenvolvimento da Geometria Diferenci-

5. O aperfeigoamento da Ceometria de Zuclides

nog fins do seculo passado,

6, C desenvolvimento dos espagos vetorial,mé

trico e topolozico.

7. A tendencia para as estruturas matemati-'

cas € para a unidade da Ratamética.

8. A importancia de todos esses movimentos '

no reconhecinento do que e desejavel no ensino
seométrlco ao nivel da escola secundéria. iggso '
indica que:

(a) O tratamento atual da Zeometria de Zu-
clides deve deszaparscer, Contribul »nouco
rara os estudos costoriores e se encont*a'
fora das correntes principals da ! ‘atemati-
e,

(b) O espago @ importante e deve ficar 1o
cerne do ensino da Ceometria, Deve desen-
volver-se como um espago aritmetico,  co:
cotratura vetorial e nétrica euclideana,
(c) Toda a Geometria euclideana plana ¢ do
eszago deve ser anrendida ‘nformalnenuc :
nos nrimelros anos da escola secundaria,
(a) os srogeanas uaiversitarios nascentes
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r’.-:‘) inalice, ma paxte importante se dedleg
ra 205 es3ages weseriais o a Algebra  Li-

near, 0O bacharelndo deve ensinar nos estu
dantes a ver o es2ago sob esse ponto de
wvista,

Para consezulr tudo isso necessitamos inves-
tigar e experimentar, com o zrorosito de encontrar
un prosrama 2ara o dbacharelado que esteja en nar-
monia com o espirito comtemporaneo da iatematica e
com suficlente flexitilidade mara poder adaptar-se
108 novos procedinentos gue ¥2o0 surzindo na I-:a‘gemé.,
tieca, IlGo deveremos permitir jamais que uma dada
seonetrlia domine os programas de encino e do pensa
nento dos homens de forma £21 gue iapega qualquer
avdanga, que © oxatamente o que a de EBuclides tenm
feito durante os ulitimos cem anos,
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- - S - o —
SSINUNTO I DOS WUIEBEOS ITATUZAIS 2 0

criicfrIio DE ImDucio

“rabaliio de grupo realizado pelos alunos abalXo re
lacionados, do Curso de Pos-Craduagao em Zducagio
atematica, "lato-gensu", na diseciplina undamen-
tog da :atenética, ninistrada velo Frof, Cesgar Da-
corso ..eto,

20SAIGELA COHEN
LLIARA =anTTis
JAUETE F, BOLITE

Intuigdo e logica - 0O »penszamento natemati-
co desenvolve-se en duas fases bem distintas: a da.
deccoberta, posse imediata de uma verdade nova; 2
an demonstragao, construgao loszica degsa verdade,
Culado gquase senpre Dpor indnqaes extremamente va-
cas, o trabalho criador comega Por antecipar um re
“eultado, & so depols encontra a ligagdo do fato no
vo aos Tatos Jé adnitidos, Justificando-o € sancio
nando=o,

Senm pretender Gue haja uma oposigdo de fundo
entre a ordem intultiva e a orden racional, de cu=-
ja harmonis nasce a obra de ciéncia, pode-ze dizer |
que o espirito vé antes de compreender. E 1880
tanto ¢ verdade do homen de_génio, quando cria, cQ
-0 do homem wulzar, quando aprende, Os fatos no-
vos afloram & nossa conseiencia de um modo diverso
daguele pelo qual nos os coordenanos @ estabelece-
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nna certa doce do losiez essontanea, nas 0 sen
- -

instririento nor excelexecia e n intuigzao, cono fo!

instrunento do demonstracao ¢ o raciocinio,

- - »
Mes, fedublivationte, = =@sguise axire, csen duvids
-~

1, Todo o riimo da historia da matenatica osci-
la entre esscas duas tendencias - entre o coate de
vista contemnlativo de Flatao ¢ o -onte de vista
construtivo de Zuclides,

2, 05 clementos nic-dedmtivos - 35e a matemati-
ca construida ¢ o tico da gciencia racional, a mate
natica em construgdo singulasmente se asemelha '
as clencias experimentais, A pesquisa natematica
faz constante apelo a imazinagio geométrica, meca-

nica ou fisica, ao senso esteético, a enalogias o
indugoes de toda a ordem,

Avehimedes descobrim = guadratura da narato-
1a ocesando lanminas de netal, O mesmo processo fol
nals Sarde anlicado nor Calilem 2 cleléide e nfo
faltam, na historin da ciéncia,exe=plos dosse zéne-

ro,

3 erverinentacio matematiea - se acsinm se T
de chanmar - tomAd, parén, ex zeral, a fgrma abstra-
ta da verificacido de um resultado de caleulo, Ia-
=n octudor vz dado tipo de entidades, o natemati-
co ensala sobre cacos particulares, comnpAra~0S en-
tre zi, observa as suas crorriedades e procura,
nor analogia, egtende-las 20 caso zeral,

S = 3 $
Tneontrnm=se na teoria dos nunmeroc interessan
tas emenvlos de indusdes nals ou menos felizoz,
Tar—nt dizin-ce, en ant eaxia a Jaseal, “quace fe
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suadido" de que os numeros da forma
o0
g 2° +1 (n=1,2,3,...)
sao »rinos, Assim acontece, de fato, atén = 4, !
nas Zuler zostrou que a dropriedade ja nio se veri
fica paran = 5,

Un exenmplo de indugio aritmética ate hoje nio
desmentida nem confirmada nos e dado nelo chamado
teorema de Ternat:

A equagdo = + 7% = Zndo tem solugio 20
emjrco desnumeros inteiros, para n> 2,

Essa proposicao s6 foi demonstrada para n4l00

e »ara certas classes de valores de n superiorec a
100,

~ Se Fernat estava certo ou nao ao emunciar seu
zrande teorema, nio se sabe ainda, mas chegou-se
decisao sobre suas outras conjeturas em teoria dos
numeres,

Talvez dois mileénios antes de seu tempo tenha
havido uma "hipotese chinesa" que dizia-n € primo
se @ somente se 2P- 2 ¢ divisivel ror n, n€ 2, myl.

Eis agui, por outro lado, um teorema enuncia-
do por Waring desde 1770 e que s6 fol demonstrado!
enm 1909: “odo o inteiro positivo é uma soma de no
ve ou menos de nove cubos positivos,

Os numeros naturalg - Os poves de civiliza-

220 rudimentar empregan correntemente os primel -
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ros numeros cardinnls 4 emdimals, Iara indlear
quantos velxes aranhou, == selvagem mosirara os dg
dos da mao; em sua gimpiicidade rrimitiva, ¢ o re-
laqao de co*rcvnond.oncia antre objetos de 4Auas co-
ler-oes, na qual a analise requintada reconhece a

essancia da nogao de numero.

0 numero natural nasceu da necessidode de :ze
compararen umas as outras as Zrandezas discret Las,
‘\s'com'blnag.oes dessas grandezas deranm origem a
ideia de operagfo sobre mmeros, A pratica da adi
¢ao e o conhecimento mais ow memos claro das cuas
»ropriedades fazem parte da atividade nental gla -
mentar, I2eunir colegoes distmm en uma unica..
prever o resultado, essa operagao banal, e a gane-
se do pencamento matematico,

Enquanto nao e passa da alnqao, o numero natu
ral o suficiente, supondo que foi convenientemente
prolongads o seqliencla desses m e que se in-
ventou um slmbolismo para representa-los: um csiste
ma de rumeracao.,

Os documentos de fonte babiloniea e exziveia !
sevelan desde érocas muito rer-o tas, w= srande adl-
antazmento nos nrocessos de c:xlcnlo, compracndendo!
a adigio, a mulbinlicagfo, o divisao, a determina-
ndo de quadrados e cubos, I8 tabelas zabilonicas
remontan 20 2no 2300 a,C, e ompregan o2 zistemas !

de nmc*a-,ao deeimal e sexagesizal, Serviam os
calcu..o., f4nz exclusivazente uomtar*os- nas cl

vilizagoes orientals, o nunero r30 passou d¢ um au
Zilia» da 'a*'\tic\ nas nedidas, 2as trocas conoY-
giais, 2as co:n.oma,.Ses Ao ecalandaric,



o preciso espverar pela escola de Diuaboras 2a
ra ver constltuir-se uma verdadeira cidncia do mi-
zero rpuro, 0 genio gregzo distinsuiu categoricamsn
te os numeros como auxiliares do calculo, dos nume
ros conslderados em sl mesmos - entldades abstra -
tas, possulndo propriedades dignas do estudo desin
teressado,

As especulagdes de Pitagoras e dos seus disqi
pulos langam os fundamantos da teorla dos nnmeros,
cuja utllidado pratica ¢ ainda hoje quase nula, ©
que fara nos tempos modernos a gloria de um Fermat
ou de um Gaugs; lias inccntestawolnante a origem e
a extensao prograssiva da noqao de mimero estdo ag
sociadas as neoeseidadea da pratica vulgar, so
miito tarde essa nogao adqulriu forma 1oglca.

A ESTRUTURA DA DEDUCKO IATEMATICA
0 problems da deducdio - Para a laglca cldssi-

ca, o raclocinio dedutivo se reduz ao silogismo; °
nao ha dedugdo rigorosa sendo dentro da forma silg
zist tca, que desce do geral ao particula», e cujo
orinciplo & uma lei intrinseca do pensamento,

Cra, a “atematica nos apresenta a cada passo
cadeias de nroposigoea que se inferem umas das ou=
 tras em sentido inverso ac do sllogismo, As teo-=-

rias natematicas generalizam e conduzenm a conclu -
s8es universals, IEntretanto, seria impossivel ne-
zar que algumas delas oferecem modelos verfeitos '
de dedugao, O raclocinlo natematico possul todos
os caracteres de necessidade do racioeinio Bilogiu
tico; e ainda mals, em vez da sua irremediavel es-
terilidade, uma verdadeira capacidade criadora,
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izcin, Doisn, a =etodo dar cicuciag matenmati-

cas ultravassa a 169‘c~ formal de ‘ristotelos e da
Zceolastica, Jara decfazer o maradoro, nao basta!
2 vage exnlicagdo tradicional de que o a»emﬁ»ica'
enpreza uma logica da uuantidade di;ercnte da lo~1
ca da qgalid.de: 3 unalise desse netodo demonstra
que a logica clazoica & insuficiente para explicar
cartas formas de »aciocinio, que nerecan, tanto cg
0 o silosismo, ser consideradas como inerontes a
sstrutura da razao,

A rerovacao critica da matematica Seve como '
recultado uma inmprevista ampliagao do conceito de
raciocinio dedutivo,

A fecundidade do racioeinio matematico oxpli-
ca-ge, poiz, segundo Toincare, pela intervengio de
»»irciplos estranhos-a essa disciplina,

Sntre esses princinios esta o do metodo de le
correncia a que mmitos autores chaman improprianen
te princinio de indugio matematica ou de indugdo '
comnleta, e que se pode enunciar nos seguintes ter
moss

Se, por wm lado, uma certa propriedade & verda
deira para um dado numero inteiro m; se, por outro
lado, acontecc que, essa nrop*iedade sendo verda-'
delira para um numero inteiro n, dai resulta que
ela tambem ¢ verdadelra para n + 1, qualgquer que
ceja n, entao a rronriedade & verdadelra para to~
dos os numeros inteiros a partir de m, Com efelto,
2 propriedade se transmite demam + 1, dem + 1
s m + 2, 6 2as3in -or dlante, 1linitadamente,
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Zsse vrincipio, anresentado vela primeiva vez

sor rancesco llaurolico no Zeculo XV, interven 1

cada nasso aas demonstragoes fundamentalsz da arit-

;euica, e 6 uz dos postulados de Feano, Como se !

Tera nosterio“mento, “oincare o considera como "ra-
cilocinio matenmatico por excelencia,™

Incontestavelnente o nrincipio de recoxrréncia
troduz alguma coisa de novo na dedugéo, e, como
diz L, Drunschuics, "marca, em oposigao a banalida
de Aa loglea formal, um dos aspectoo especificos s

do pensanento peculiar ao matematico.

Cutros principios do mesnmo género se encon- '
L ’ ”
cran cm matematlca, sezgundo Poincare, gque nos diz

alias, quais eles sejam, O prinecinio de recorrén-
1 stranbo a s demonstracoes :
anepas un dos vrocessos de generallzacio gue utild
2 _esga clenc an rtd te 2 ce-
uenclia 5 numeros telro For g4 _razao, al-

nigao gp numero gzg;ggl, Internreuagao, digamos ’

de passagem, por demais estreita, poiz esse princi
rlo reze todas as cadelas de objetos denominadaz !
classes hereditarias,

A explicagio de Foineare €, em varte, Justa,
Admiti-la intelramente, todavia, equivale a dizer
que ha una 163103 da natemética, gspecificanente '
dictinta da logica vropriamente dita,

*odo-se, en vez disso. analisando maia profun
damente o aparelho da demonstraqao matematica, (s>
surgando-a de todos og clementos concretos o intul
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:ivo* - abglraindo, en zuna, dos caracteres secwt
dnriog = procurar dezecobrir um corpo mais ammlo
da relagocs lorieas que reprecentem a estrutura’
de qualquer racioccinio dedutive; uma nowva lozien
foranl, nais compreensiva que a antiga, Z efoti-
vanente os trabalhos dos logicistas modernos, de
—oole a .ussel, reconheceran na trana do yensanmen
<o “atemat*co una riqueza de ﬁ*incipioﬂ lozicos
que n3o 86 explicam a sua necessidade como o sua
Tecundidade; nrlncipios verdadeliramente sintetl-
cos, Sragas 208 quals poderemos construir, de nrg
*iro en pvoximo, objetos cada vez nals conplexos!
e relagoes cada vez mais gerals,

AXICHAS DE PEANC

92 10008 HATURAIS - Os numeros G,1,2,3,efc,,cons
Eitatis s nossa especie fundamental de numeros;
3o chamados nuneros naturals, Infelizmente a ex-
sressfio @ um pouco ambizua, pols alguns antores in
cluem o zero entre os naturals, enquanto outrosnmo
o fazem - mas nao nos preocupemos com isso.A ideia
intuitiva que temos dos mimeros naturals & que 33o
todos o3 numeros cada um dos quals vode ser obtido
srineipiando con o zero o somando um, bantas ve-
Zes quantas forenm neces:érias. 0 matematico 1tall
ano Peano fol o »rimeiro a2 orgzanizar as lels funda
mentals desses numeros em un corpo axiomatico, zxa
sinernos essas axliomas para conhecermos mais de rer
to 08 numeros natura*s Os axiomas de FPeano. ( finm
caculo XI¥, inicio sdculo :X.) rostos em palavras,
530 estes: " )
1, Zero e un numero natural




