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ele liguidou o problema dos numeros relativos.

Sabe-se que a concepcao geométrica dos
numeros complexos ja fora elucidada por C.
Wessel (1798) e J.R. Argand (1813). As publi
cagoes desses obscuros autores passaram total
mente despercebidas; e foi somente em 1831
gque Gauss descobriu o plano complexo, rapida

mente popularizado no mundo matematico.

Isto prova que a trivializacdo dos nime
ros relativos se estendeu por mais de quinzé
séculos, enquanto os numeros complexos sO trau
matizaram 5 matematicos por cerca de gquatro

iy

séculos.

Ademais, € significativo gue tais fei
tos tenham sido realizados por "nao  gradua-
dos". Mesmo Hankel, que gozava de certa con
sideracao na Alemanha, nao foi evidentemente
um matematico de alto gabarito. E foram moti

vos pedagOgicos gue suscitaram os trabalhos
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de Wessel e Argand.

Os epistemOlogos devem entender gue os
maiores génios, gue, em geral confiam, com jus
tica, na agudeza de suas intuictes costumam
frear o progresso em campos analogos aos que
examinamos aqui. Eles minimizam a necessida
de de esclarecimento exigido em assuntos nos

guais, na pratica, se desincumbem bem.

Suas primeiras duvidas sO aparecem excep
cionalmente, quando se trata de explicar aos
outros. Ainda entdo, eles costumam utilizar
uma pedagogia ostensiva:"Vejam-me fazer ! Imi
tem-me ! Nao tentem compreender por que & que

meu "trugue" da certo !"

Surge assim outro obstaculo que se ma
nifesta constantemente desde o inicio: o obs

taculo da dificuldade despercebida. O proble

ma da explicacdo da regra dos sinais foi sem

pre uma guestao desprezada. Muitos grandes ma
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tematicos teriam vergonha de confessar que nem
tudo era claro para eles nesse assunto elemen

tar.

A revolugdo realizada por Hankel consis

te em abordar o problema de uma perspectiva

totalmente diversa. Nao se trata mais de ex

trair da Natureza exemplos praticos que "expli
quem" os numeros relativos de modo metaforico.

Tais nomeros nao saoc mais descobertos, mas

inventados, imaginados.

Conhecendo, por exemplo, as proprieda
des aditivas de R e a multiplicagdo de IR"Y,
Hankel propoe explicitamente estender a multi
plicagdo de IR' a IR, respeitando um principio
de permanéncia: a estrutura algébrica procura

da deve ter boas propriedades.

A existéncia e unicidade dessa extensdo re
sulta do seguinte teorema: a Gnica multiplicacdoemIR,

que estende a multiplicacdo usual em IR*, respeitando
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a distributividade (2 esquerda e a direita),

esta de acordo com a regra dos sinais.

Uma vez formulado o problema, a demons
tragdo e trivial:

N-2x0

-

ax + op.b) = ab + a x (op.b)
0 =0x (op.b) = (op.a) x (op.b) + a (op.b)

Donde:

(op. a) x (op.b) = ab

Alias, esta demonstracdao nem mesmo € orig
nal. Ela figura em esséncia em muitos texto
anteriores, sobretudo em McLaurin e Laplace,

Nota-se entretanto uma diferenca considera-

vel: Lépiace acredita na existéncia, a priori
de uma multiplicacdao dos relativos, na Natur
za. Segundo ele, basta descobri-la, e o r
ciocinio precedente prova que isto sO & poss

vel de acordo com a regra dos sinais.

Compare-se esta situacdao a de Hamilton
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inventando os quatérnios. Ele tambeém acredi

tava, no inicio, na existéncia de uma multi
plicacdo natural, num "espago complexo" de
trés dimensces, estendendo a do plano comple
x0. Mas, entendendo que isso era impossivel,
renunciou a comutatividade e acrescentou mais

uma dimensao !

Ficou assim refutada a argumentagdoc neo
platonica de René Thom (1974) gque pretende que
0s conceitos matematicos sejam preexistentes)
talvez ndo na Natureza, mas no espirito huma

no, sob forma de arquétipos. Toda descoberta

seria apenas uma reminiscéncia. Ahistoria de

1600 anos de confusdo a respeito de  numeros
relativos prova que a emergéncia da regra dos
sinais nao poderia ser fruto de uma superfi
cial maiéutica socratica. E a aventura dos
guatérnios confirma que pode acontecer gue um
progresso seja obtido contra os arguétipos sim

plistas que atravancam o inconsciente humano.
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VI. O0s Oltimos Obstaculos

Os obstaculos antes assinalados nio cons
tituem o essencial dos entraves ao esclareci
mento da questao dos numeros relativos. A per
turbacdo introduzida por Hankel inscreve-se

na rutura de uma ideologia que impregnava o

pensamento matematico até o fim do século XIX.

Essa ideologia referia-se ao que se pen
sava inconscientemente sobre as relacgdes man

tidas pela Matematica com a realidade fisica.

Lembremo-nos de que os conceitos matema
ticos tém sua origem rei.o*= na vida pratica.
Mas um salto epistemoldgico decisivo foi efe
tuado na Antiguidade, quando se proclamou gue

Os objetos matematicos devem ser conveniente

mente idealizados para inserir-se num discur
so hipotético-dedutivo: uma reta nio & um bas
tdo; o nimero © & coisa muito diferente da

medida de um barbante enrolado num cilindro !



Os "Elementos" de Euclides tiveram o mé
O de sugerir as regras do processo deduti
A frente de cada livro, enuncia-se uma
de proposic¢des preliminares que devem
admitidas. Depois disso, o raciocinio de

* ser exercido sem qualguer outro recurso a

periéncia sensivel.

A ideologia denunciada consiste nisto:
2as as regras de conduta de Euclides foram
temente proclamadas, mas nao foram es
osamente respeitadas. O matematico sub
atendia derrogagdes julgadas "evidentes" pa

= a disciplina axiomatica.

Ao lado das certezas trazidas pela de
pnstracdo, insinua-se um outro critério  de

dade: a luz natural do espirito. Ja vimos

==a luz obscurecendo a maior parte dos tex
anteriormente citados. Esta ideclogia &

icularmente bem expressa por Blaise Pascal
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em seu opusculo postumo (1658).

"A ordem da geometria, escreve ele,
nao define tudo e nao prova tudo;mas ape
nas supoe coisas claras e constantes pe
la luz natural e, por isto, ele € perfei
tamente verdadeira, sustentada pela na-
tureza em lugar do discurso’.

E acrescenta:

"Isto & o que a geometria ensina perfei
tamente. Ela nao define nenhuma destas
coisas, espaco, tempo, movimento,numero,
igualdade, nem os numerosos similares,
pois tais termos designam tao simplesmen
te, para os que entendem a lingua, -as
coisas que significam, queo esclarecimen
to que poderiamos fazer traria mais obs
curidade do que instrucao". -

De outro modo, nbs disporiamos de  uma

intuicdo, uma idéia preconcebida do que deve

ser um "verdadeiro” numero. Quando um racio
cinio formal contradiz os ensinamentos da luz
natural, surgem os obstaculos encontrados por
d'Alembert e Carnot. Se criamos novos obje
tos matematicos que afrontam os preconceitos,

agueles s3o classificados como incompreensi
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weis, inconcebiveis, absurdos, surdos, irra

eiocnais, falsos, imaginarios, etc.

Quando, no decurso da historia das cién
2s, o0 jogo formal ou a experiéncia revela
algum objeto intelectual contradito pela
2iuz natural, passava-se a cagar um "bom mode-
", familiar a época. Assim, a invencao das
@eometrias nao-euclidianas sO se tornou segu
=, quando Beltrami, Gauss e Poincaré lhe pro
V-eram representacdes intelectualmente mang

aveis.

Mas os objetos "abstratos", nao identi
icaveis na vida pratica, foram, em geral, re
©Sebidos com os receios de um profano ac con
emplar uma obra de arte cubista ou surrealis

2, murmurando: "Que & isso 2"

Assim, o passo decisivo encetado por

kel € parte de uma vasta rejeicdo da ideo-

ia da luz natural.
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Desde entado, aceita-se facilmente gue
(=3)%> (+2)?, pois este resultado & coerente
com a deducao formal, e ndo haveria mais preo
cupa¢des com o fato de que isto pudesse chocar-
se com as idéias preconcebidas de um Lazare

*
Carnot.( )

No plano da filogénese, isto equivale
a0 que, em Piaget, representa a passagem ao
estagio das operagdes formais. Essa mudancga
de ponto de vista constitui uma verdadeira

revolucdo coperniciana, passo essencialda.fqg

mag¢do do espirito cientifico. Eis o gue diz
a respeito Gaston Bachelard:
"A opiniao pensa mal; ela nao pensa: ela

traduz necessidades de conhecimento. De
signando os objetos por sua utilidade,

(*) Esta inversdo é comparavel a fendmenos ob
servados em salas de aula, e que alguns desig
nam por "espera do prefessor”, ou por "contra
to didatico". Antes de Hankel, procurava-se
um tipo de explicacdo impossivel para a regra
dos sinais. A passagem a explicacaoc formal &

uma mudanca brusca de roblematica,que depende
do "pensamento IateraIﬁ, apreciado por de Bono.
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relativos teria podido ocorrer muito
evitando-se o obstaculo (5).
dispusesse de umbommodelo, familiar a época

e suscetivel de ilustrar todas as

ela se impede de conhece-los. Nada se pe
de fundamentar na 0p1n1ao, antes e prec1
so elimina-la. Ela é o primeiro obstacu
lo a transpor. Nao bastaria, por exem—
plo, retifica-la em pontos particulares,
mantendo, como uma espécie de moral pro
visoria, um conhecimento vulgar prov1so
rio. O espirito cientifico nos pro1be
de manter uma opinido sobre questoes que
nao compreendemos, sobre questao que nao
sabemos formular claramente. Antesde tu
do & necessario saber colocar os proble
mas. E, por mais que se fale, na vida
cientifica, os problemas nio se colocam
por si mesmos. E precisamente este sen-
tido do problema que marca o verdadeiro

espirito cientifico. Para um espirito
cientifico, o conhecimento € uma respos
ta a uma questdo. Se nao houverquestao,
nao pode haver conhecimento cientifico.
Nada anda sozinho. Nada € dado. Tudo &
construido"

No entanto, a legitimagdo dos. numeros

propriedades do sistema numérico.

Um modelo eficaz deveria satisfazer

seguintes condigoes:

antes,

Bastaria gue se

principais
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a. explicar simultaneamente a adicao e

a multiplicacdo dos numeros relativos, bem co

mo as interacgoes dessas operacgoes.
b. basear-se em operacdes internas.

c. ser suficientemente familiar aos que

ainda ignoravam os numeros relativos.

Vimos gue o modelo comercial dos ganhos

e dividas & um obstaculo a compreensao das
propriedades multiplicativas. Acidentes peda ,
gogicos, alias, sdo possiveis com alunos nao

familiarizados com este exemplo:

Um caso:"Pudemos observar um aluno de
14 anos, aplicado e de inteligéncia me
dia, que tinha grandes dificuldades no ma
nejo dos numeros relativos. Para efetuar
(+5) + (-7), ele recitava mentalmente a
regra, lembrando-se de que 0s numeros ti
nham sinais contrarios, etc., levando as
sim cerca de um minuto para chegar ao re-
sultado exato. Ele se cansava muito rapi
damente e terminava por cometer NUMErosos
erros. Verificou-se que os pais do meni
ne nunca o haviam mandado fazer compras.
Aos 14 anos, ele nao sabia pegar ou pres-
tar contas do dinheiro !
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0 ensino cencreto dos numeros rela
tivos a partir de ganhos e perdas pare
cia-lhe, pois, totalmente abstrato. Esta
circunstancia, associada a um manifesto
defeito de lateralizacac, bastaria prova
velmente para explicar o caso". 5

(Glaeses, 1969)

(Esse caso patoldgico, evidentemen

te, € muito raro !)

Qutro modelo, evidentemente, vinha a mente de
todos os matematicos: o de Euclides, em gue a
multiplicacdo de duas distancias € representa
da por uma area. Este modelo apresenta todos

)
os inconvenientes relacionados a uma operacao
externa. Mas, para gue se possa explicar a
multiplicacdo dos numeros relativos, seria ne

cessario que se dispusesse previamente da

idéia de uma area orientada. Chegou-se,assim,

inevitavelmente, a um circulo vicioso, pois a
nocac de area orientada se baseia na regrados
sinais, ou sobre preliminares ainda mais ela

boradas.

Na falta de melhor, pode-se ilustrar a
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regrados sinais utilizando transmissoes de

correias:

As correias cruzadas invertem o sentido
de rotacido e podem, assim, representar  nume
ros negativos. Uma vantagem didatica deste
dispositive & que ele permite apresentar nume
rosas relacdes de transmissdo, jogando com as
razoes entre os raios das rodas. Nao 2 pode,
porém, racionalmente, adicionar correias. Es
sa metafora ndo permite ilustrar a distributl

vidade em relacao a adicao.

De gualquer forma, os autores de cbras
elementares dedicaram-se em vac a cacado bom
modelo. E provevel que um modelo perfeitondo
exista: esse modelo deveria realizar um iSO
morfismo candnico entre R e uma situacao "con

creta". Particularmente, O e 1 deveriam ter
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imagens candnicas.

Isto e possivel no que diz respeito ao
O. No modelo comercial, O corresponde ac ba
lango eguilibrado, sem lucro e sem prejuizo.
Mas a escolh2 da imagem de 1 esta, geralmen
te, subordinada a escolha de uma unidade de
medida. E & claro gue, se a imagem de 1 e
arbitraria, a multiplicacdo, no modelc, s6 po
de ser arbitraria, e sera eliminada pela me

ner mudanca de unidade.

Os modelos propostos consistem em repre

sentar R por diversos espacos IE E,eee o

1'
que sdo @ -yetoriais, e depois definir o pro

dutor por uma multiplicacdc bilinear:

IE, x IE—IE, x IE (mostraremos um

1 1 2

exemplo mais adiante).

A revolugao realizda por Hankel foi a

de recusar a busca do bom modelo. Esse pro
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gresso levou muito tempo para impor-se.

Em 1896, Carlo Bourlet introduziu, pela
primeira vez na Franca, uma exposicac preten
samente completa dos numeros relativos, num ma
nual de ensino secundario (Bourlet, 1896).Sua
obra se inicia com uma cuidada apresentacao
das propriedades aditivas dos numeros relati
vos, baseadas na definicdao de um ponto sobre

um eixo e no modelo comercial.

1
Passemos, contudo, ao capitulo seguinte.

Como apresentar a multiplicacéb ? Subitamen
te a explicacao se torna dogmatica: a multipli
cagd@o cai de para-guedas através de uma defi
nigao. - .

Henry Brulard continuaria desinformado.
se pudesse utilizar o manual de Emile Borel,
publicado em 1920. No entanto, a segunda edi
cdo, assinada por Emile Borel e Paul  Montel

(1926) utiliza uma metafora, ainda hoje adota
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da em alguns manuais (por exemplo, 0 do IREM

de Estrasburgo, 1979).

A Unica diferenca, decisiva, prende-se
ao fato de gue o modelo serve a Montel - Borel

como introducac a multiplicacao, enguanto no

manual do IREM de Estrasburgo os numeros re
lativos primeiro sao introduzidos abstrata-
mente; num capitulo posterior, explica-se a

"significacdo" da multiplicag¢ao através da se

guinte explanacao: ’

Em uma estrada nao muito Carro 1
movimentada), um carro pode @;—b
desenvolver sempre, aproxima
damente, a mesma velocidade.

Quer-se saber onde estava em

dado momento um carro que Vi Carro 2

mos passar, e onde estaraele

dentro de algum tempo. (=7=)
tro g mp ¢ |
Por exemplo: vimos  pas

sar a nossa frente o carro 1| E;querda Dlre;ta

e admitimos que ele ccrra a

110km/h. Uma hora depois de Observador

passar por nos, portanto,ele

estara 110km a nossa direita. Uma hora

antes, ele estaria 110km a nossaesquerda.
Questao i: Admitindo que o carro 2

ande a 100km/h, onde estara ele dentro

de duas horas ? E onde estava ha uma ho
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ra ¢ meia ?

Orientemos 2 estrada, atribuindo o si
+ & nossa direita, e o sinal - a nossa es
querda (se quiséssemos, poderiamos fazer
a escolha contraria). O zero esta diante
de nos. Assim, (+150) significa 150Km pa
ra nossa direita, e (-80) significa 80km
para nossa esquerda., O mesmo vale para a
velocidade dos carros.

Orientemos tambem o tempo: 0 & o mo
mento presente; o sinal + €&  atribuido
ao futuro, e o sinal -, ao passado.

0 exemplo do carro 1 se traduz pelas
operagoes:

(+1) x (+110) (uma hora no futurc e 110Km
/h para a direita)

e

(-1) x (+110) (uma hora no passadoe 110Km

/h para a esquerda).

O leitor podera julgar, a luz do gue aca
ba de ser exposto, as vantagens e inconvenien

tes deste exemplo.

ViI. Conclusoes

O ensino de nosso estudo constitui, de
inicio, uma afronta a pedagogia das opinices.

Esta proclama de bom grado gque a Matematica
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deve ser ensinada com base em exermlos concretos. A

didatica cientifica se esforca para evidenciar as van
tagens e desvantagens de um ensino baseadoem exemplos.
0 estudo historico que apresentamos mostra precisamen

te um caso em que uma pedagogia baseada exclusivamente

em exemplos concretos € perniciosa.

Ademais, uma aprendizagem satisfatoria das pro
priedades aditivas, apoiada num "bom modelo", pode
criar bloqueios posteriores, quando for o caso de com

preender as propriedades multiplicativas.

Nao seria o caso de moceter uma precipitagdo,
tentando, imediatamente, aplicar este estudo a realida
de pedagogica de uma turma. NOs evidenciamos, na ver
dade, pelc exame de todos 0s documentos historicos que
nos chegaram as maos, um certo numero de obstaculos
que embaracaram o progresso no decurso da  historia.
Resta agora praticar experiéncias comos alunos,
para pesquisar se alguns desses oObstaculos nao

terao ainda conseguéncias atuais.

Destacamos que tém-se efetuado pesquisas
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no Centro de Pesquisa Didatica de Nottingham

(Shiu C.M.), as gquais ganhariam forca se leva

das adiante com apoio em nosso estudo.
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GRUPOS CICLICOS

Eduardo Quadra, Professor da USU

1. Os Grupos Ciclicos e os Homomorfismos en
tre grupos sao dois temas fascinantes da Teo
ria dos CGrupos, cuja plena compreensac permi
te um melhor entendimento de Algebra Linear,
e possibilita uma abordagem mais global do
Anel do; Inteiros, com repercussoes no estudo

dos ANEIS e dos DOMINIOS de forma ampla.

2. Alguns topicos de um curso basico de Alge
bra Meoderna, tais como Teorema de Lagrange,
Classes Laterais, Subgrupos Normais e Grupos
Quocientes costumam despertar em alunos do
curso basico dificuldades que podem ser evita
das, pois advem mzais da forma adotada usual

mente para sua notacao do gue do seu conteudo.

3. Com base na suposicao de que a notacao influi
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no entendimento de uma nog¢3o, procurei uma no
va forma de apresentar estes comteados, apoia
da numa nomenclatura mais globalizante e coe
rente, e que partia dos conceitos mais amplos

para os mais especificos.

4. O rendimento das minhas turmas de Licencia
tura em Matematica da USU cresceu a partir da
adocdo deste procedimento. Pela comparacao
dos resultados obtidos antes e depois da mu-
danca, conclui que o nivel de compreensao qg’

mentou em decorréncia desta.

5. A fonte da gual retirei as idéias foi o 1i
vro- " GROUPES" » de Georges Papy. A grande no
vidade consistiu na adogdo de um simbolo para
representar a lei de composicaoc externa (ou
lei escalar): Na leitura do texto veremos co
mo este fato aparentemente tao insignificante

se torna relevante na construcao dessa teoria.

6. Como conhecimento prévio para a leitura do
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presente texto sdo suficientes as nogdes de
grupo comutativo, do axioma da inducgao, das
propriedades dos anéis dos inteiros e de con

junto guociente.
OPERACAO ESCALAR OU LEI EXTERNA EM UM GRUPO

1. Definicdo: Seja (G,*) um grupo, com ele
mento neutro e, e onde x' representa © sime-

trico de x.
Lei de composigao externa sobre G &€ a funcao

l.: Zx G —> G, onde 1 & definida por:
(z; X)+—» zlx
Vxtc, Yn€EDs
(1) odx = e
(ii) ndx = [(n=1)lx) * x

(1ii) (-m)lx = (nlx)'= nlx"

2. Exemplos

a) G = Ty (plano com origem)
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* = 4+ (adigdao de vetores)
0LT =0 ; 403 T=((2d) 4o () s o

(=3)  Va-(39) == ( (T +T)

3¢-T) = (=T) + (=) + (=¥)

b) G

Zm (classes residuais modulo m)

(adicao mSdulo m)

0?(:6; 3§=(§+§)+§=x+x
m m

+
m
Mostre por inducdo gue n.X = nx
c) 6 = {a,b,c}
2 a b il e ola=a
a a b c 0lc=a
fde=0lc*c=a*ec=0¢
- B 5 s 2-Lc=1lc*c=c*c=b
c | e als Ble=2lc*c=b*c=2a

(~3)lc = (3lc)' =a' = a
-3)lc = 3le' = 3 h= (b b=
c*®b="g
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3. Consequéncias imediatas da definicao:

Vx€c, nelN*

(i) 1lx = x
(ii) (-)dx = x°
(iii) (- )Ll x' = x
(iv) (<1.n)Ll a = (-n)da)'=(=1) L (nla)

Comprove estas 4 propriedades,justificando-as

pela definicao.

4. Propriedades: Sejam(G,*) um grupo; a,b & G;

m,n € Z.
a) (en)la = mla)* (nla)
b) mLl(nla) = (mm) Lla
c) sendo * comutativa, ml(a*b)=(mla)* (mlb
Concretize estas 3 propriedades, com base nos
exemplos do item 2.
5. Demostragao por indugdo das propriedades:

sejam a, b € G; m, n & N
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al (mn)la= mla) * (nla). Faz-se inducéo so

bre n:

(I) (m + o)la = mla =(mla)* e =(mla)*(ola)
(II) supondo (ms+nja=(mla)*(nla)

(m+(n+1)Jla =[(mn)+1] La=[(mn) Lal* a =

=[miaj(nla))*a= (mla)*[(nla)sa)=(mla)s [(n+1)L a]

b) ml(nla) =(m.n)la. Faz-se inducao sobre m:

(I) olinla) = e = ola =(o.n)la
(II) supondo ml(nla) = (m.n)la,

(m +1)L(nla) =[mllnla)]*(nia)=[(m.n)la]*(m’.a)=
= mnsn)la=[(m1).n]la

c) ml(a*b) =(mla)* (m*b) Faz-se inducdo sobre

m:
(I) ol(a*b)= e = e*e=(ola) * (olby
(IT1) Supondo ml (a*b)= (mLla)* (m *b), e * comutation,

(m+1) L(a*b) = (mL(a*b) 1 * (a*b) = [ (mla) * (mlb) ] * (a*b) =
=[(mla)*a]* [ (mib)*b)=[ (m+1)ia)*[ (m+1)Lb]

Tente justificar detalhadamente cada etapa das trés
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demonstragdes.

6. As trés propriedades valem em Z, pois

dom, n €N, entdo:

a) [{-m)+(-n)lla =[-(mn)]la=(men)la’ =

mla') * (nla')= [(-m) i al*((-n)la)
m+(-n) 1L a= (mla)*[(-n)la] (34 demonstrado)
[(m) +n]la = <[m+(-n)]da= [m+(-n)]la’' =

(mla')* (~-n)la' = [(-mla] *(nla)

b) )l (-n)La)=(-ml(nia'y=mlnla’)'=
mi(nl@")'] = ml(nla) = (mn)la =
[=m). (-n)]da
(-m)L(nla)= mL(nla)' = ml(nla')= (m.n)la'=

(~mn))la=[(-m.n]la

mi[(-n)lal= mitnia)=m.nla' =

(-tmn)lja = (m.(-n)]la

sen
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¢) (-m) 1l (2*b) =mi(a*b)’ = mi(b' * a')=

mlb') * mla')= [(=m)Lb] *[(-m)la]l=

[(=m)la) * [(-m)lb]

7. NotacOes Multiplicativa e Aditiva

GERAL MULTIPLICATIVA
nla=[(n-1)la] * a & a H n-1. a
(-n)la=(nla)'= nla' P o@® @
0la=e o,

1la =a A=

mi(nia)= (m.n)la a1 = a

(n: + n)la = (mia)* (nia) (an)m -
mi(a*b) = (mla) * (mlb) Y foon

a =a.a

ADTTTVA

n.a =(n=1). a + a

(-=n). a = = (n.a) = n. (-a)
0.a=20
1 a=a

m. (na)=(m.n) a
(m+n) .a=(m.a)+ (n.a)
m (a+b) = (ma)+(mb)
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8. "Operagbes Inversas" num Jrupo (G,*)
Consideremos a,b € G. As equagoes x*b=a
e b* ¥ = a tém solugdes unicas no grupo (G,*) :xes
pectivamente X = a*b' e y= b' * a,
pai, poder-se associar a cada par orde
nado (a; b) o elemento a*b', o que define em

G uma operagao *:

*: G xG—> G

(a:b)——> a * b =a * b’
De modo analogo, define-se * em G por:
: G2 G —G

(a;b) —> a 2 b = b' * a.

Diz-se que * e * gao as leis inversas
de * em G. Para distingui-las, diz-se que *
& a lei inversa a direita e que I € a lei in

versa a esquerda.

9., Exercicios

a) Verifique gue em geral, ¥ niaoc & nem assc
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ciativa e nem comutativa.
Idem para %,

Qual a condigao para que * seja comutati

va ? E associativa ?

b) Verifique que em geral, * ndo possui neutroa

esquerda. Idem para *.

c) Em geral x * Y # y * X

d) Mostre gque (x ¥ y)' = y * X e que
(X:Y)'= xl fyv
e) Se * & comutativa, * = *

f) Em (Z, +) concretize o0s exercicios ante-

riores.

g) Na operagdo potenciagaoc, nao comutativa,

tem-se duas inversas "distintas":
sza.'::.é x=l\)/.;

by s =9 ¥y = 1ogba
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h) Na tabela abaixo estd definida *:

* a b c 4 e ¢ Construa as tabelas
alb e @a £ a c de ¥ g s,

b e a £ ¢ b o Calcule:

c f d & ‘b e a

dle £ a &« @ b| B4

e|la b c a e £ 280l c

£ d ¢ b a f e 121(b*c)

(12Lb)*(12le)
- (b¥ c)* (a%f)
Algumas solug¢oes:
a) (x* y)¥ z = x¥ (y%z) & (x*y')*z'=
x*(y*z') &3 x*(y'*z')= x*(z*y"')
& y' ¥ z' = 2%y’
z ¥y =y ¥ x&3xry'=yrx' & xty' =
(& *.ut)
Para que * seja comutativa & necessario

que x = x' YxEaG.
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Para que * seja associativa & necessario

gue * seja comutativa.

b) Xx*e=x*e' =x*e=x

e*x=e*x'=x'

X*¥e=z=e' *x=eFx=x

e *x=x""e=x'
c) x*y' #x'y= (x*y")'
d xFy)'=(x*y) =y’ =y *x

Ge % g)t =y * x)Y = x! Sy utEgs
e x Py =x%y' =y *xilanany

£f) (2=y)=z=(xX+(-y))+(-2)= x +[(y)=1-2) =

%= (y+z) # x - (y-2)
X=y= X+(-y)# ¥y + (%) = y-=x
X-0 = x; 0=x =(=Xx);

~x=y) = =[x+ ()] =y + (=} = ¥ x

Obs.: Continua no proxime nimero.
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SECK0 de CONSULTAS

© Leitor Pergunta:

Responde Regina Monken

"0 conjunto @, dos numeros racionais, &
enumeravel. Como enumera-lo ? Quem € o "an
tecessor" de T%—, por exemplo ? E o "suces-

sor" de 2 ?

Um conjunto & dito enumeravel guando
existir uma bijecdoc entre ele e uma parte de

I, conjunto dos nimeros naturais.

Em outras palavras, guando um conjunto
& enumerivel, consegue-se estabelcer um crité
rio de "ordem" pelo gual cada elemento tenha
seu antecessor (exceto o primeito) e cada ele

mento tenha seu sucessor (excetoo ultimo,quan

do existir).

O conjunto @, munido da "ordem natural"

(£), ndo tem determinados o "antecessor" e o
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"sucessor" de um elemento gualquer.

Entendemos por "ordem natural" emQ aque
la que corresponde a disposigao dos seus ele
mentos sobre uma reta orientada, ou seja, a
"ordem" que, indicada por "5 ", vem definida

a c S -
por = s 3 se € so se ad sbc. O conjun

to @, com essa ordem, € denso (denso em si
mesmo) , isto €, dados deis racionais x e Vi
x<y, existe uma infinidade de racionais "eg
tre" x e y. Na&ao temos, portanto, como iﬁ
dicar, nessa ordem, gqual o "antecessor” ou o

"sucessor" de um racional gualquer.

Mas afirmamos: Q & enumeravel. Qual a

"ordem" para enumera-lo ?
-+
Comecemos enumerando Q .
Distribuamos seus elementos na forma:

(Vide p. 138)



B 1. 2. 3
ey v

B2 3 =5 T3 3

E/1/2/3/4/51/

3 3

= = ~ +
Esse criterio de ordenacao em Q pode
ser traduzido como: tomando-se os racionais re

presentados pelas fragoes irredutiveis % e

g adotamos que -2 "precede" —{%— se e
sO se a + b<c + 4d ou se, sendo a + b =

c + d se tenha a < c.

Observamos ainda que Q" = i§1 E; ;onde
1 2 3 4 - oA
E1 = { R (U R G | P se iz 1

{0} se 1i=0
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E onde cada E, & enumeravel. Portanto o}
€ a reunido enumeravel (E_UE,UE,U...) de con

juntos enumeraveis (os Ei)' E portanto @' &

enumeravel [1].

Enumeremos, finalmente, o ceajunto Q+,
segundo a "ordem" estabelecida pelas setas e

eliminando as frag¢des redutiveis:

2
Q+={0,1, ; '2, ; 7 3, ; 7 3 r g , 4' —g_l 5'
' 2 ’ 3 ’ ’ r 60 ’ ’ 3 ' 5
6 5 4 7 5

Introduzindo os negativos de forma que
cada racional negativo anteceda seu simétrico,

fica:

D "—‘{0, -1, 1,-—;—; ; i“'zl 21—+v-°°

. .7 &, 8 acee
12 2 A = =T

Temos entdo definida uma "ordem"” em 4]
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i
w
na qual cada elemento tem o seu antecessor

o

1-
(exceto o0 zero) e o seu sucessor e onde fica

evidenciada a bijecdoc entre Q@ e IN.
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RELATORIO DA SECRETARIA DO GEPEM
RELATIVO AQ ANO DE 1985

Cumprindo determinacdes estatutarias,
apresentamos o relatorio relativo ac ano de

1985.
1. ATIVIDADES PROMOVIDAS PELO GEPEM

1.1. Curso de Pos-Graduacao "Lato - Sensu"

em Educacaoc Matematica

O Curso, realizado em convénio com a
USU, continua se desenvolvendo satisfatoria
mente, sob a coordenacao da Prof2 Maria Lau
ra Leite Lopes e com os Professores Estela
Kaufman Fainguelernt, Gilda Palis, Joac Bos

co Pitombeira de Carvalho e Zuleika de Abreu.

A guarta turma concluiu em dezembro e
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uma quinta turma o iniciou em marcgo de 1985.

As inscrigoes para 1986 serao no perio
do de 17 de fevereiro a 07 de margo, devendo

os interessados procurar o GEPEM.

1.2. Curso de Nivelamento
No 29 semestre foi criado um Curso de
Nivelamento em Algebra e Calculo, com a fina
lidade de suprir deficiéncias apresentadas por
alguns dos candidatos ao Curso de Pos-Gradua
cdo. 0O éxito do Cprso nos levou a decidir pe
lo oferecimento regular de curso analogo em

cada 29 semestre, a partir de 1986.

1.3. Nas seis reunicdes mensais, foram abor
dados 0s seguintes temas:
— "Experiéncias de Ensino da Matematica. Re

flexozs sobre Temas Relevantes da Educacao".

— Debate com o Grupo de Matematico do Proje

to Fundao, em 16/4.

— "Como a Matematica chegou a Europa", pelo
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Professor Joac Bosco Pitombeira e Carvalho,em

28/5.

— "A Crianga e o Movimente", pela Prof? Su

sana Sousa Barros, em 27/6.

— "G-Rio: uma nova posig¢ao pedagogica", pelo
Grupo G-Rio, sob coordenacao do Prof¢ Roberto

Baldino, em 26/9.

— "0 Usoc da Calculadora", com o Prof?  Anto

nic Machado Sousz FQ, em 30/10.

— "Geometria: comc enfocar nas diferentes fai
xas etarias) pelas Profa$ Anna Averbuch, Este

la Kaufman Fainguelernt e Franca Cohen Gotlieb.

2. PARTICIPACAO DO GEPEM EM ATIVIDALES
EXTERNAS

— 29 Encontro de Prof?® do Projeto Fun

dao — Setor Matematica —, em 31/8.
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3. PUBLICACOES

Foi publicado o BOLETIM 16 no inicio do
ano, estando em dezembrc o BOLETIM 17 em fase

final de organizagaoc.

4. ASSUNTOS GERAIS

Continuamos a manter intercambio com pu

blicacdes de Educacdo Matematica:

. "Mathématiques et Pedagogies", perio
1
dico bimensal &  Sociedade Belgz dos Professo

res de Ma+tematica;

. "L'Educazione Matematica", publicacgao
guadrimensal do Centro ue Pesguisa € Orienta

cido da Educacdc Matematica de Cagliari,Italia;

. "Boletim da Sociedade Paranaense de

Matematica", publicacdc semestral.

Estas publicacdes encontram-se a dispo
sicdo dos associados, para consulta, em nossa

sede.
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5. ALTERACAO NA DIRETORIA

Em virtude da renincia da Profa Amelia
Maria Noronha Pessoa de Queiroz ao cargo de
Diretor Cultural, a Diretoria elegeu o Prof.
Radiwal da Silva Alves Pereira, Prof. Adjunto
da UFRJ, para a substituir, de acordo com os

estatutos do GEPEM, na reunido de 14/11/85.



