68

: - XX
negativo, o que muda a equacao y = Ga
+ X+ 23 em y= - X + -%3-. Onde se

- 6 XX -
ve que sendo X menor que ba, T o

nor que %, de modo que o termo constante

—%3—— € menos aumentado pelo termo posi

tivo do que diminuido pelo ter

XX
ba

mo negativo -x"., (Cramer, 1750)

Agui a obscuridade se situa unicamente
no nivel da linguagem: entende-se perfeitamen
te o que o autor quis dizer. O discurso con
fuso & apenas um sintoma de uma incompreensao

mais profunda: a recusa de raciocinar sobre

numeros negativos, heterogéneos aos positivos.

Observamos no texto gue a mudanca de va
riavel x+ -x permite a Cramer, na ultima fa

se, raciocinar sobre desigualdades. E preci

so saber que os sinais < e > foram introduzi
dos em 1631 nos livros do inglés Thomas Harriot
(Cajori, 1928), e a analise infinitesimal 1le
varia a pratica das majoracdes. Até o fim do

século XIX, todavia, o repertdrio de conheci



=entos transmitidos aos iniciantes ndo incluia
@ resolucdo de inequagdes. (A obra mais anti
52 que encontrei, na qual um capitulc espe
€ dedicado as desiqualdades & um tratado

= Algebra de Joseph Bertrand (1870). Ali es
enunciada e demonstrada a regra da inver
20 das desigualdades, por multiplicagaoc dos

ois membros por um fator negativo). (V. tam-

Bourdon, 1834).

E claro que, na época de Euler, ja se
bia muito bem récionar sobre majoracoes.
1=arria-se, porém, toda hora, a artificios,
logos ao‘que Cramer utilizou para evitar a

paragdo de numeros relativos.

Os trabalhos de Alexis Clairaut (1713-
%5) ndo facilitan, absolutamente, a investi
'fj epistemoldogica. Este autor adota  uma
tratégia pedagbgica que consiste em desen

lver abundantemente tudo que lhe parece per
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feitamente claro, e passar por cima,sistemati
camente, de todas as guestles que atormentavam
seus contemporaneos. Na falta de documenta-
¢do, ndo nos arriscaremos a mencionar as bar

reiras que Clairaut nao conseguiu transpor.

Apresentamos, todavia, uma passagem dos
seus "Elementos de Algebra" (1749), em queele
se manifesta a respeito de um tema que conse

guiu entender totalmente:

"Alguém ira perguntar talvez se podemos
juntar negativo com positivo, ou antes
se podemos afirmar que acrescentamos o
negativo. A isto respondo que a expres
sao & exata, se nao confundirmos juntar
com aumentar. Se, por exemplo, duasz pes
soas juntam os seus bens, quaisquer yue
eles sejam, eu diria que estariam acres
centando esses bens. Se um deles tem di
vidas e creditos efetivos, e se as divi
das superam os créditos, suas posses se
rao negativas. O acréscimo de seus bens
aos do outro diminuiria os bens deste,de
tal modo que a soma resultaria menor do
que as posses do outro, ou mesmo inteira
mente negativa'.

Em outras passagens, Clairaut aborda a
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| guestdo da significacdo das raizes negativas

@e um problema. BAnalisando um "problema de
torneiras", conclui que a fonte esta "tirando

3gua do reservatério", em vez de fornecé-la.
D

)
{tnrgimento de uma raiz negativa era apresenta

Ora, nessa época e mesmo mais tarde, o

@0, ndo como solugdo do problema, mas como in

@icagao de uma questdo mal formulada. Lé-se,

por exemplo, num manual de Algebra de Bourdon

$1834):

"Todo valor negativo encontrado para a
incognita de um problema do pr1me1rograu
indica um vicio de sentido nas condlcoes
do enunciado, ou, pelo menos, na equacao
que o traduz algebricamente (observem a
explicacao que se segue), Esse valor,
abstraido seu sinal, pode ser entendido
como a resposta a um problema cujo enun
ciado nao difere do problema proposto, a
ndo ser pelo fato de que algumas quanti
dades, antes aditivas, tornam-se substra
tivas, e assim reciprocamente'.

Assim, pois, a obtencao de uma raiz ne

va & considerada como um acidente facil
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de superar., Atualmente, ela €& uma solugao per

feitamente desejavel. Vejam como mudou.

Destaque-se que Euler, na obra citada,
propoe numerosos exercicios e os desenvolve no
texto. E que ele da um jeito para que todos
os exemplos de equacOes do primeiro grau te
nham apenas raizes positivas. Isto o dispen
sa de levantar a gquestao. Por outro lado, Eu
ler admitiu em seu texto algumas eguacgdes gqua
draticas com raiz negativa. Mas, nestes ca
sos, nao faz qualguer comentario, sem prever
que © leitor, eskarrando nessa dificuldade pe

la primeira vez, poderia confundir-se.

Resumindo, nos encontramos textos em que
grandes sabios revelam, com maior ou menor es
pontaneidade, indices de incompreensdo do te
ma, tao banal, dos numeros relativos. E nos-
sa surpresa cresce diante das sinteses de

d'Alembert e Carnot, gue n3o hesitaram em os-
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tentar a sua incompreenséo sSem a menor inibl

$30.

O texto mais revelador da confusdoc que
reinava no fim do século XVIII &, certamente,
o artigo Negativo, que d'Alembert (1717-1783)

escreveu paraz a Enciclopédia de Didercx:. Se

gue-se um excerto:

"As quantidades negativas saoo contrario
das positivas: onde termina o positivo,
comeca o negativo. Veja POSITIVO.

Deve-se confessar que nao e facil fi
xar a idéia das quantidades negativas e
que algumas pessoas engenhosas chegaram
a contribuir para confundi-la, pelas no
coes pouco exatas que divulgaram. Dizer
que as quanC1dades negatlvas estao aba1
X0 dc nada € afirmar uma coisa quenao se
pode conceber. Os que pretendem que 1
nao € comparavel a -1 e que a relagao(ra
zao) entre | e -1 é diferente da razao
entre -1 e 1 incidem num duplo erro: 19—
porque, todos os dias, nas operacoes al
gebricas, dividimos 1 por -1; 29-— a
igualdade do produto de - 1 por - 1,ede
+ 1 por + 1 revela que | esta para -1 as
sim como - 1 esta para 1.

Consxderando a exatidao e a simplici
dade das operacoes algébricas com quant i
dade: negativas, somos levadosa crer que
a idéia precisa que se deve fazer das
quantldades negativas é uma idéia simples y
nao dedutivel, absolutamente,de uma meta
fisica alamblcada. Para tentar descg




brir a verdadeira nocao, deve-se, primei
ro, notar que as quantidadesa que cha
mamos negativas e que falsamente cons1
deramos como  abaixo de zero, sao co
mumente representadas por quantidades
reais, como na Geometria, onde as linhas
negativas so diferem das positivas por
sua situacao em relacao a qualquer li
nha no ponto comum. Veja CURVA. Dai, e
natural concluir que as quantldades ne-
gativas encontradas no calculo sao, de
fato, quantidades reais, mas quantldades
reais a que se deve associar uma ideia
diferente daquela que faziamos, Imagine
mos, por exemplo, que estamos procurando
o valor de um numero X, que somado a 100
perfaca 50. Pelas regras da Algebra, te
remos X + 100 = 50 e x = - 50. Isto mos-
tra que a quantidade x € igual a 50 e
que, em vez de ser acrescida a 100, ela
deve ser retirada. Enunciariamos, portan
to, o problema dessa maneira: encontrar
uma quantidade x que, retirada de 100,
deixe como resto 50: enunciado assim ©
problema, teremos - 100 - x = 50, e x = 50,
e a forma negativa de x. nao.. subsxstlrla
mais. Assim, as quantxdades negativas,
no calculo, indicam realmente  quantida
des positivas que supusemos numa  tals.
posicao. O sinal — que encontramos an
tes de uma quant1dade serve para ret1f1
car e corrigir um erro que cometemos na
hipotese, como o exemplo acima demonstra
claramente. Veja EQUACAO

Note-se que estamos falando de quan-
tidades negativas isoladas, como -a, ou
das quant1dades a~-b, emqueb e maior
que a; pois, para aquelas em que A=
é posxtlvo, 1sto €, em que b é menor que
a, o sinal ndo acarreta qualquer dificul
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dade. Realmente, pois, nao existe abso
lutamente quantidade negat1va isolada.-3
tomado abstratamente, nao apresenta qual
quer ideéia ao espirito; mas se digo que
um homem deu a outro -3 escudos, isto
guer dizer, em linguageminteligivel, que
ele lhe tirou 3 escudos.

Eis porque o produto de -a por -b
da +ab; pois o fato de que a e b esteJam
preced1dos, por suposigao, do sinal -, e
uma 1nd1cacao de que as quantidades a e
b estao mxsturadas e combinadas com ou
iras as guais nos as comparamos, pois se
elas fossem consideradas como sozinhas e
isoladas, os sinais - de que fossem pre
cedidas nada apresentariam de claro ao
espirito. Portanto, essas quantidades
=a ¢ -b, s0 estao precedldas pelo sinal
- porque ha algum erro tacxto na hipote
se do problema ou da operacdo; se 0 Ppro
blema fosse bem enunciado, essas quanff
dades a e b deveriam estar com o sinal
+, e entao seu produto seria +ab, o que
sxgnzflca a multiplicagao de -a por -b,
onde retiramos b vezes a quantidade
ne ativa - a. Ora, pela idéia que demos

fma das quantldades negativas, acrescen
tar ou impor uma quantzdade negativa 9
tetlrar uma posxtxva~ portanto pela mes
ma razao, retirar uma negatlvae acrescen
tar uma positiva; e o enunciado sxmples
e natural do problema deve ser, nao de
multiplicar -a por -b e, s1m, +a por +b
© gue da o produto +ab. Nao & posslvel
desenvolver suficienftemente esta idéia
-ea uma obra da natureza desta, mas ela é
tao sxmples, que eu duvido que se possa
‘substitui-la por outra mais clara e mais
exata; e creio poder assegurar que, se a
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aplicarmos & todos os problemas gue ti

vermos de resolver onde aparegam quanqi

dades negativas, jamais lhe atribuiremos

falhas. De gualquer modo, as regras das

operacoes algebricas sobre as quantida

des megativas sao admitidas por todo mun

do; e geralmente recebidas como  exatas

quaisquer idéias que, alias, possamos

atribuir a tais quantidades sobre as or
denadas negativas de uma curva e sua si

tuagao em relacao as ordenadas positi-

"

vas".

Pode-se perguntar se € nos artigos de
vulgarizacao que s= deve ir buscar o fundo do
pensamento de um matematico. Uma leitura aten
ta do texto acima mostra que d'Alembert, por
certo, naoc teria multiplicado suas confissoOes
de incompreensao e perplexidade se dispusesse
das explicacOes simples com gue contamos hoje

em dia.

Ademais, o gue importa aqui nao & tanto
o nivel de compreensao de um matematico enca
rado isoladamente, mas o impacto que o relato
de d'Alembert tera exercido sobre seus leito

res. O artigo Negativo seria uma referéncia
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constante por todo um século. Todos o cita

ram, sem poupar elogios a clareza das expli-

cagoes dadas !!!

Citamos, a seguir, duas passagens do ar

tigo Quantidade, gue o mesmo autor redigiu pa

ra a Enciclopédia.

"Quantidades negativas =do aquelas que
sao conslderadas como menores que nada,
e que sao precedidas do sinal -

Segundo alguns autores, as quantxda—
des negativas sdao as auséncias das posi
tivas.

Segundo esses mesmos autores, uma vez
que uma ausencia pode exceder a outra(por
exemplo, a auséntia de 7 € maior queade
: § uma quantidade negativa, tomada cer
to numerc de vezes, pode ser maior que ou

tra.
Segue-sc Jai que as guantidades ne
gativas sao homogeneas entre si, Mas,

acrescentam eles, Ja que a auséncia de
uma quantidade posxtzva tomada tantas ve
zes quanto se quiser jamais podera S“RE
rar a quantidade posxt1va, e ja que ela
se torna sempre ma1s defectlva. as quan-—
tidades negatzvas sdo heterogéneas as po
sitivas. Dai eles concluem que, sendoas
uantidades negatxvas heterogéneas as po
sitivas e homogeneas as negativas, nao
pode haver razao entre uma quantidade po
sitiva e uma negativa, mas pode haver ra
zdo entre duas negativas. Por exemplo:
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=34 : - 5a :: 3 ¢ 5. Arazdo é aqui a
mesma que se as quantidades fossem posi
tivas. Eles pretendem mostrar, todavia,
que entre 1 e -1 e entre -1 e | a razao
e diferente. No entanto, por outro lado
e verdadeiro que 1: =1 :: -1 : 1, pois o
produto dos extremos € igual ac produto
dos meios; assim a nogao que esses auto

- . 5 - -
res dao das quantidades negativas nao e

perfeitamente exata'.

O leitor mais assiduo de d'Alembert foi
Lazare Carnot (1753-1823). 0O "Organizador da
Vitoria" era consideraéo, no seu tempo, como
um dos maiores matematicos franceses depois,
de Lagrange, Laplace, Legendre e Monge. Sua
geometria de posigdo (Carnot, 1803) gozou,por
muito tempo, de imenso.prestigig,_que atual
mente & mal compreendido. A contribuicdo da
obra & muito fraca. Os teoremas de Carnot nic
sdo mais que exercicios resolvidos por meio de
métodos fora de moda. 0 mérito do livro con

siste em suas repetidas exigéncias de clareza.

O autor se embaraca sistematicamente nas con

tradicoes das idéias tradicionais e proclama



79

s5em cessar:

"Nao compreendo ! Ndo compreendo !"
Eis algumas amostras de sua obra:

"Para obter realmente uma quantidade ne
gativa isolada, seria preciso retirar
uma quantidade efetiva do zero, privar o
nada de alguma coisa: operagao impossi-
vel., Como, portanto, conceber uma quan
tidade negativa isolada ?" -

E acrescenta:

"As nogoes ate agora conhecidas das quan
tidades negativas isoladas se reduzem a
duas: aquela de que acabamos de  falar,
saber que sao quantidades menores que ze
ro; e aquela que consiste em dizer que
as quantidades negativas tém a mesma na
tureza que as quantidades positivas, mas
tomadas em sentido contrario. d'Alembert
destrol ambas as nogoes. Inicialmente
ele refuta a primeira com um  argumento
que me parece irreplicavel.

Seja, diz ele, esta proporgao: 1: —1
:: =1 : 1; se a nocao combatida focse
exata, isto e, se -1 fosse menor que ze
ro, com mais razao ele seria menor que 1}
assim, © segundo termo desta proporgao
deveria ser menor que o terceiro,isto e,
1 deveria ser menor que -1; e assim =1
seria ao mesmo tempo menor e maior quel,
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o que e contraditorio.

Juanto & segunda das nogoes apresen

tadas acima, d'Alembert a condena com o
mesmo Sucesso em sua memoria sobre as
quant idades negativas de que ja falei.
No entanto, como ele nao tem o que pro
por em substituicao, parece adotar esta
nocao como base, guerendo apenas demons
trar que ela esta quelta a diversas ex
cegoes. E necessatlo, diz ele, demons
trar essa pos1gao (quantldades negativas
em sentido contrario ao das positivas),

na medida em que ela nem sempre aconte

ce".
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Segue-se, da mesma obra, uma passagem

mais espantosa:

"Uma multiddo de paradoxos, ou antes de
palpdveis absurdos resultaria da mesma
nogao; por exemplo: -3 seria menorque 2;
contudo, (-3)? seria maior que 22, ou se

ja, entre duas quantidades diferentes, o
quadrado da maior seria menor que o qua

drado da menor, o que afronta todas as

ideias claras que se poderiam formar so

bre a quantidade.

Passemos a segunda nogao, que consis
te em dizer que as quantidades negatlvas
so diferem das quantidades positivas por
serem tomadas em sentido _oposto. Esta
ideia e engenhosa, mas nao ¢ mais justa
que a precedente. De fato, se duas quan
tidades, uma pos1t1va outra negativa,
sendo ambas reais e nao diferindo senao
por sua posigao, por que a raiz de uma
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seria uma quantidade imaginaria, enquan

to a da outra seria efetiva ? Por que

v"=a nao seria tao real quanto va?Po

de-se conceber uma quantidade efetiva da

qual nao se possa extrair a raiz quadra

da ? E de onde proviria o privilégio da

primeira em conceder seu sinal ao produ

to -ax+a?

Lembremo-nos de que o autor, Lazare Car
not, era membro da Academia de Ciéncias ! Nao
€ um garoto que acaba de fracassar no B.E.P.
C. ! Somos forgados a observar gue, em 1803,
a comunidade cientifica ndo reconhecia, como

nogao rotineira, o estudo da variacao da fun

cdo x+ x?.

Em suma, Carnot participou amplamente
do progresso matemdtico no gue concerne aos nu
meros relativos, ndo atribuindo respostas va
lidas as guestdes levantadas, mas desempenhan

do um papel provocador. Sob a influéncia des

sas inguietantes interrogacgdes, Os Moebius e
os Chasles loge iriam elaborar a geometria

orientada; particularmente, eles utilizaram
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todo um eixo para representar a reta R intei
ra, sem que fosse necessario recorrer, como
Descartes ou Cramer (V. citagdes) a racioci

nios isolados sobre semi-retas opostas.

Eis um exemplo de exercicio longamente
comentado por Carnot e, depois,constantemente
citado, até a popularizacdo dos métodos de
Chasles: De um ponto K exterior a umcirculo,
tracar uma secante KMM', tal que a distancia
MM' tenha o comprimento dado C. I

M

K & --C

Em seu livro, Carnot (1803) emprega a
palavra abscissa, mas ele a interpreta como
uma distancia & origem. Tracando uma secante
auxiliar KAB e designando por X, a e basdis-~
tancias KM, KA e KB, ele chega a equacao:

X 5 X 4,968 = (abi=s0



Neste contexto, ele ndo consegue inter
pretar a raiz negativa da equacao. Essa difi
culdade esta, hoje, totalmente ultrapassada,
uma vez que se obedeca escrupulosamente as re
gras da geometria orientada que ainda ndo ha
via sido inaugurada.

*
Entende-se que a formula de Chasles,( )

atualmente considerada como um truismo, tenha
constituido um consideravel progresso. Mas,
para que ela fosse formulada, foi necessariéd
uma completa inversao do ponto de vista.A pri
micia indispensavel deveria ser a transposi

¢3o do obstaculo (3), gue conduziria a deter

(*) A propria historia do surgimento da geome
tria orientada merece um estudo epistemologi
co separade, pressupondo uma releitura atenta
de Monge, Carnot, Poncelet, Chasles, Moebius,
etc. Em particular, encontraremos nas "Apli
cagbes de analise e geometria" (1862-1864)de Jean
Victor Poncelet um capitulo inteire dedicado
a "lei dos sinais de posigao em geometria", do
qual poderiamos tirar muitas citacoes saboro
sas também relacionadas com o tema agui exami
nado.
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minagdoc de um ponto sobre uma reta, ndo por
sua distancia a origem, mas por sua abscissa

(no sentico atual do termo).

IV. Primeiros Obstaculos Epistemoldgicos

E horz de parar e fazer um balanco. Ter

minade esta etapa, a unificacdo da reta numé-

rica esta guase concluida.

A idéia de um sistema numérico unifica
do cujos elementos so se diferenciam guantita
tivamente custou a ser aceita. Encontra-se em
muitos autores a persisténcia da visdo do mun
do de Aristoteles, descrita em termos de anti
nomias (guente e frio, umido e seco, o bem e
o mal, a alma e o0 corpo). O positivo e o ne-
gative também se apresentam como heterogéneos,
da mesma forma que, para nds, o doce e o sal

gado. Esses dois principios podem, por certo,
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neutralizar-se parcialmente, mas eles tém na

tureza distintas.

O grande contraste, constantemente rea

firmado, levaria a que o numero positivo &

real, enquanto as quantidades negativas seriam

apenas ficgoes !

Para julgar corretamente esta situacado,
é preciso lembrar que, até o século XVIII, o
homem comum teve poucas oportunidades de uti

lizar os numeros negativos na vida cotidiana.

Os ccomerciantes, & verdade, faziam suas
contas, mas a pratica das partidas dobradas
em contabilidade comecava a opor radicalmente
créditos e débitos (combinando-os apenas no
fim das péaginas dos livros de registro). Pre
valeceria, assim, o modelo das duas semi-retas
opostas, funcionando separadamente, a nao ser

na hora do balanco.

Ndo se dispunha de escalas termométri-
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cas. Os primeiros fabricantes de termometros
ainda escalonavam seus instrumentos em rela

¢do a temperatura de fusdo da manteiga !

Somente em 1730, Réaumur produziuos pri
meiros termometros cientificos e propds sua
escala de temperaturas. De qualquer modo,aig‘
da decorreria um século antes que o grande pua

blico se acostumasse & expressao "temperatura

abaixo de zero". Alias, é significativo ob

servar em Fahrenheit (1713) um sintomz carac-.

teristico de evitacdo.

Sua extravagante escala térmica se ex
plica pela intencdao de evitar os nimeros nega

tivos no escalonamento das temperaturas usuais.

Ainda nos restam alguns vestigios das
maneiras de pensar dualistas daqueles tempos.
A industria frigorifica atual ainda utiliza
uma unidade pratica, a frigoria para desig

nar a quilocaloria negativa.
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No caso da reta numérica, observa-se que
o zero nao foi a unica barreira dificil de

transpor.

Em Euclides, por exemplo, OS numeros ser
vem para enumerar multidoes. Por conseguinte,
a unidade ndo & um numero ! £, alids, o con
trario de um numero da mesma forma que, em
gramatica, o singular se opde ao pluralf*) Es
se ponto de vista arcaico ainda iria encontrar

eco nos debates entre matematicos do seculo

XVII.

A mesma dificuldade surge ainda no ensi
no contemporaneo. Quando se explica gue §n é
o produto de n fatores iguais a X, o aluno po
de nac compreender o que significa 51. Que &
um produto de um s6 fator ? E o gue signifi-

0
ca x 7?

(*) Existe um argumento convincente para sa
ber se & necessarioc colocar, ou nao, um s na
expressao: "Um recipiente de 1,70 litro (s)"?
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Aos poucos, concluiu-se, em seguida,que
0S numeros compreendidos entre 0 e 1 eram da
mesma natureza que agueles gue superam a uni
dade. A dificuldade em admitir isto, segundo
o0 testemunho de numerosos professores,aparece
entre os estudantes que se recusam a calcular

a velocidade de um caramujo. "Umcaramujo ! Nao

tem velocidade ! Nao anda depressa !",Riremos
menos dessa ingenuidade ao encontra-la, sob for
ma de hesitacao, nos escritos do padre Marin
Mersenne (1639). No seu comentario da obra
de Galileu, ele julgou necessario criar um neo
logismo em francés, a "tardivité", para indi
car uma velocidade gue se torna lenta. A ex
pressao "velocidade nula", tal como "riqueza
nula", parece constituir uma contradicio em

termos.

A passagem aos negativos constitui uma
dificuldade ainda mais temivel. Esbarra-se,

no caso, na presenga de duas significagdes do
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zero, gue se misturam nos discursos dos va
rios autores, sem gue se consiga fazer as di

ferenciacdes necessarias.

De um lado, concebe-se um zero absoluto,

o nada, abaixoc do qual nada & concebivel. En
tende-se gue ndao se pode ser mais pobre que o
pobre absoluto, completamente desprovido, que
nada possui. A luz deste conceito, os name

ros absolutos sao evidentemente um absurdo.

Por outro ladc, encontramos  constante
mente pessoas arruinadas, gue nada possuem,
mas que ainda podem conseguir créditos e cu
joé bens podem ser hipctecados. 0O gue é,alias,
um miliardario arruinade ? Em geral, é uma
pessoa que ainda possui milhoes. Surge assim

a idéia do zero origem, proposta por conven-

¢ao. Este zero propicia a criacdo dos nime
ros negativos. O obstaculo provém da confusdo
entre as duas situagdes, as guais nao se pode

adaptar um mesmo modelo.



Ha uma reflexdo sobre este tema em uma
obra da juventude de Emmanuel Kant, "Ensaio
para introduzir em filosofia o conceito de
grandeza negativa" (1763). A analise é condu
zida ali em razao da clarificacdo da nocao de
existéncia. Apds declarar: "Duas coisas sio
opostas entre si, quando a introducdaoc de uma
suprime a outra", o ilustre fildsofo estabele

ce a distingdo entre a oposicdo légica, que es

barra no principio da contradigao, e a oposi-'

cdo real, tal gue dois predicados de um sujei

to sao opostos, mas nao contraditérios.

A obra de Kant, alids, nao visa a obje
tivos de clarificacdo matematica. Ela se des
tina a introduzir uma nova concepcao da Filo-
sofia, que prenuncia o criticismo Kantiano.
O opusculo ndo suscita, em particular, as di

ficuldades ligadas a regra dos sinais.

De fato, os obstaculos que examinamos

até agqui concernem sobretudo ds propriedades
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aditivas, aquelas gue aparentemente apresen
tam menos dificuldades. Entenda-se, contudo,
gue elas ndo sdac tdo simples. Elas s foram
finalmente ultrapassadas com a introducdo da

orientacdo, muito tardia. E, embora a orien-

tacdo da reta seja um assunto considerado fa
cil, bem sabemos gque a idéia geral de varieda
de orientada, perfeitamente dominada na meta
de do século XX pelos matematicos, ainda cau

sa perigosos problemas aos professores. !

Em todo caso. na metade do século XIX,
©s numeros negativos conquistaram condicgdo de
igualdade com os nimeros positivos. Durante
muito tempo, contudo, ainda veriamos a persisg

téncia de sintomas de evitagdo caracteristi

cos: muitos usuarios, gue pensam ter compre
endido o que sdao numeros negativos e gue do
cilmente aprenderam a servir-se da relacao de
Chasles, preferem criar expedientes para nao

emprega-los !
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Até 1940, por exemplo, muitos manuais
de Otica geométrica elementar expdem com timi
dez a teoria dos espelhos esféricos oudas len
tes. Perdem-se numa profusdo de casos figura
tivos, sempre com demonstracdes casuisticas.

Recusam-se a falar em distancia focal negati-

Ya. Segue-se um exemplo de 1920.

"Confundindo os ponto T e 0, muito préxi
mos se o espelho é de pequena abertura,
e representando por p e p' as distancias
de P e P' ao espelho, e por f a distan-
cia focal, tem-se: .

- zf .
gf _pv = s' s, donde: 2pf = PP' = PP'

- 2p'f, ou pf + p'f = pp'; dividindo ca
da. termo por pp'f:

1 1 1
= - o R (2)
P €, portanto, fixo qualquer que seja o
raic PI. 0s raios que partem de P e que
atingem o espelho passam todos, pois, pe
lo ponto P' apos a reflexao; P' é a ima
gem de P, i
A imagem de um ponto P, fornecida por
um espelho concavo, situa-se no eixo que
passa por P. A formula (2), acima, permi
te encontrar sua posigao, conhecendo P
I
Se P esta entre F e 0, 0 raciocinio
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precedente da:

—
-t
—_

Fig. 238 — IMAGEM VIRTUAL DE UM PONTO.

Decididamente, todos os numeros (positi
vos e negativos) tornam-se iguais em direito,

mas alguns s@o mai: iguais do que os outros.

V. Um Pouco de Historia (Continuacdo e Fim)

Este segundc periodo se caracteriza por
uma compreensao satisfatoria das propriedades
aditivas. E entdao gue os obstaculos (5) e (6)

assumem importancia preponderante.

Agora as tentativas levarao sobretudo
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a descoberta de uma justificativa aceitavel
para a regra dos sinais na multiplicacgao dos

numeros relativos isolados.

Nas célebres conferéncias pedagdgicas
gue Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) profe
riu na Escola Normal Superior (pluvioso, ano
I1I), ele comeca manifestando o mesmo embarg‘
CO gque seus antecessores, testemunhando assim

que a teoria dos numeros relativos nao eracon |
|
siderada matéria facil. Ele entrevé,contudo,

os elementos da solucao:

"(A regra dos sinais) apresenta algumas
dificuldades: custa conceber que o produ
to de -a por -b seja o mesmo que o de a
por b. “Para tornar sensivel essa ideia,
observaremos que o produto de -a por +b
€ -ab (porque o produto nada mais e que
-a repetido tantas vezes quantas sac as
unidades existentes em b) Obsetvaremos,
a segu1r, que o produto de -a por b-b e
nulo, pois o multiplicador € nulo ; assim,
ja que o produto de -a por +b e —ab 0
produto de -a por -b deve ser de . 51nal
contrario ou igual a + ab para destrui-
lo".

Nota-se no texto:
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a. a mesma impericia de Euler para de

monstrar b x (-a) = -ab.

b. a colocag¢ao em evidéncia do papel da

distributividade, na demonstracgao.

c. a auséncia de referéncia a um modelc
fisico (o obstaculo (6) & contornado assim) e

uma abordagem, na aparéncia, puramente formal.

d. mas a idéia de uma extensao formal do
sistema numérico ndo parece ter sensibilizado
)

o espirito de Laplace. 0O empregoe das palavras
gue sublinhamos ("sensivel", "deve ser",etc.)
nac revelaria uma crenga implitica num siste

ma numérico preexistente do qual bastaria de

cifrar as propriedades ?

O leitor cetico pode julgar,reportando-
se a Duhamel (1866), em que a licao de Laplace
€& citada mais completamente. Aparece ali um
comentario, bem espantoso, escrito por um aca

demico, professor da Escola Politécnica. Des



96

tacamos:

"Toda demonstracdo de regras sobre as
quantidades negativas isoladas sé pode
ser uma ilusdo, pois nao faz nenhum sen
tido aplicavel a operacoes aritméticas
efetuadas com coisas que ndo sao numeros
€ nao tém existéncia real".
Revela-se ai o passo decisivo que falta
executar, de Laplace a Hankel. Em 1821 ,Augus
!
tin Cauchy (1789-1857) publicou seu curso des
tinado a Escola Politécnica. De inicio, ele
faz uma nitida distincdo entre os nimeros (reais
positivos) e quantidades (nimeros relativos).
Apresenta estes Qltimos de maneira unificada,

introduzindo o tema dindmico, caro a Piaget.

Este ponto de vista & temperado POor um elemen

to es.atico: o sinal é assimilado a um estado

simbolizado por um adjetivo.

"Do mesmo modo que se vé a idéia de nime
ro nascerda medida de grandezas,adquire—
se a idéia de quantidade (positiva ou ne
gativa), se considerarmos cada grandeza
de uma espécie dada capaz de servir para
0 crescimento ou a diminuicao de outra
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grandeza fixa da mesma espécie. Para in
dicar essa destinagdo, indicam-se as
grandezas que servem para aumentar por nu
meros precedidos do sinal +, e as gran
dezas que servem de diminuigao por niume—
ros precedidos do sinal -.

Isto posto, os sinais + ou - coloeca
dos antes dos numeros podem-se comparar,
segundo a observacao feita, a adjetivos
colocados junto a seus substantivos. De
signam-se os numeros precedidos do sinal
+ pelo nome de quantidades positivas, e
0s numeros precedidos do sinal - pelo no
me de quantidades nepativas". -

Aparecem assim as sementes de uma confu

sdo entre os sinais (+ ou =) operatorios =

predicativos. Os primeiros designam uma agao

(aumentar, diminuir) e os segundos gqualificam

um estado (positivo, negativo).

De gualquer forma, Cauchy recorre a uma
metafora (positivo = aumento; negativo = dimi
nuigao), gue explora por duas paginas, para
justificar as propriedades aditivas dos nume-
ros relativos. E, de repente, sem prevenir o
leitor (e talvez inconscientemente), ele aban

dona o ponto de vista metaforico para abordar
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dogmaticamente a multiplicacgao.

Ele apresenta, de inicio, o grupo multi
plicativo dos sinais {+,-} e assimila as
"quantidades" aos elementos do produto carte
siano {+, -}x R'. oOs puristas lamentarao,sem
davida, que ele esquega de identificar +0 e
-0. De qualquer modo, sua exposig¢ao nao expli
ca essa inopinada mudanca de atitude. 0O mode-
lo metaforico, apresentado inicialmente, que
facilita a compreensdo das propriedades aditi

vas, € um obstaculo & ccmpreensio da multipli

cacao.

Neste Gltimo caso, pode-se diminuir um
numero positivo, multiplicando-o por um fator
compreendido entre O e 1, Dai resultariamcon

fusdes entre esses dois tipos de diminuicdes,

€ numa tal situacdo nebulosa ndo se compreen
deria mais por que o produto de uma diminui
cao por uma diminuicdo & um aumento.Cauchy te

ria podido, contudo, assimilar o nimero nega-
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tivo a uma diminuicdo aditiva (mas nao o fez).

E entdo que Cauchy adota o novo pontode
vista (que encontramos em embrido em Maclaurin
e Laplace). Ele tem vontade de apresentar a

multiplicagdo de um modoc formal, semevocar mo

delos concretos ou metaforicos. Ele avisaque
vai operar com simbolos (formados por um si
nal e um valor absoluto) e exple as regrasope
racionais a que tais simbolos serao  submeti

dos. ‘

Essa transposigao de barreira, porem,
nio ocorrera sem percalgos. De inicio, ele co

mete a confusao entre sinais operatorios (=3

predicativos.

Ele demonstra a composicao apenas para
sinais predicativcs e depois aplica-a aos si
nais operatdorios, sem chamar a atencao para

esse abuso:

"Com base nessas convengoes, se represen
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tamos por A, seja um numero, seja uma
quantidade qualquer, e se fazemos
a=+4, b=-<A,
teremos
+a = +4A, +b = =A,

-a = =-A, =b = +A,

Se, nas quatro ultimas equacoes,atribuir
mos a a e b seus valores entre parente
ses, obtemos as formulas

+(+A) = +A, +(=A) = -A,
-(+A) = -A, -(-A) = +A. (1)

Em cada uma destas formulas, o sinal do
segundo membro € o que chamamos de pro
duto dos dois s1naxs do primeiro. Multl—
Elzcar dois sinais é formar seu produto.
Apenas o exame das equacoes (1) basta pa
ra estabelecer a regra dos sinais, com
preendida no teorema que vou enunciar.

19 teorema:- O produto de dois si
nais iguais é sempre +, € 0 produto de
dois sinais opostos € sempre —.

Em seguida, o estilo de Cauchy manifes
ta um evidente desconforto, diante do manejo

dos simbolos, tratando de numeros complexos:

"Em analise, chamamos expressao simboli-
ca ou simbolo toda combinacao de sinails
algebr1Cng que nada significa por si mes
ma, ou a qual se atribui um valor dxfe
rente do que ela naturalmentedever1a ter.
Da mesma forma, chamamos equacoes simbo-
licas aquelas que, examinadas e interpre
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tadas com base nas convencoes geralmente

estabelecidas, sdo inexatas ou nao fazem

sentido, mas das quais se podem deduzir

resultados exatos, modificando e alteran

do, segundo regras fixas, ou as proprias

equacces, ou os simbolos que elas con-

témll

Assim, os numeros complexos seriam sig
bolos desprovidos de sentido em si mesmos (mas
nao & este, por definicao, o caso de todos os
simbolos ?). Eles s0 o adguirem na condicao

nao serem interpretados de acordo com ¢ signi

ficado que deveriam ter !...

Essa embrulhada traduz uma coanfusdo so
bre um assunto sobre o qual Cauchy produziu
uma obra decisiva, mas que ele naoconsegue ex

plicar de maneira totalmente clara.

Destaque-se, enfim, que ndo se observa
qualguer vestigio desses esforg¢os pedagogicos
na obra cientifica de Cauchy. As sutis dife-
rencas que ele introduziu em seu Curso nao ti

veram influéncia no estilo de seus trabalhos
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de pesquisa.

Finalmente ! Em 1867, surge a obra de

Herman Hankel, "Teoria dos sistemas dos nume
ros complexos", onde todos os obstaculos refe

rentes a teoria dos numeros sao ultrapassados.

De fato, a mudanca essencial —passagem
do ponto de vista "concreto" ao ponto de vis
ta "formal" —, foi efetuada antes em outros
campos da Matematica. No caso de que trata-
mos, Hankel limitou-se a aplicar idéias  que

ja comegavam a desenvolver-se.

para o didaticista, € importante notar
gue o autor (que também foi um bom historia
dor da Matematica) nac estava  absolutamente
consciente de ter eliminado uma "tensao que per
sistia desde Diofantes ! Seu livro & dedica
do a um assunto "mais nobre": a exposicéofqg

mal da teoria dos numeros ccmplexos. Fol ape

nas de passagem, a titulo de preliminares,que




