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"£ claro, pensam eles, que, se um aluno
ndao entende nada de Matematica, fracassari ail
como em todos os outros pontos. Mas os nime
ros relativos nao tém nada de particularmente

dificil".

Ha muitos trabalhos diddticos sobre a
analise dos conceitos numéricos. Hans Freud
enthal, por exemplo, dedicou 160 piginas de
sua obra classica (Freudenthal, 1973) ao exa
me das numercosas dificuldades observadas na
aprendizagem dos numeros. Todavia, elemal se
refere a regra dos sinais. A leitura das pa
ginas 279/281 de seu livro nem sequer sugere
gue ele se tenha apercebido do extraordinaric

fendmeno aqui estudado.

Esse estanho esguecimento € facilmente
explicavel. A época em que escreveu o livro,
Freudenthal escolhia os temas de suas anilises

didaticas entre suas observagdes pessoais.Ora,
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nenhum matematico da sua geracido (nem da nos

sa) se lembra de haver sido confundido pela
*

regra dos sinaisf ) Vinte anos antes, as coi

sas eram diferentes.

Jean Piaget, ao contrario, embora basean
do sua didatica em uma filosofia pessoal, mos
trou-se sensivel as observacdes feitas sobre
criancas. Por isso mesmo, a dificuldade con
cernente aos numeros relativos ndo lhe escal
pou. Nas paginas 110/115 (Piaget, 1949), ele
consagra um denso comentario as dificuldades
provocadas pelos numeros relativos. Cita tam

bém o surpreendente texto de d'Alembert gque

(*) H& um ano, eu poderia jurar que jamais ha
via encontrado a menor dificuldade quanto aos
nimeros relativos. Atualmente, vejo gue o meu
primeiro contato com uma prova totalmente for
mal da regra dos sinais ocorreu por volta
de meus 25 anos, guando do surgimento dos pri
meiros volumes de Bourbaki. Escrevendo este
artigo, vaguei de surpresa em surpresa, ao to
mar conhecimento das numerosas sutilezasde en
tendimento sobre o tema que, antes, me passa
ram despercebidas.
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examinaremos adiante. Sua admiracio provoca
uma reflexdo didatica. Ele se espanta com o
fato de que o matematico-enciclopedista "vies
se a julgar obscura a nocdo de guantidade po
sitiva", sem notar que isto ocorreu com todos

os matematicos até o século XIX ! Limita-se

a afirmar que a unica dificuldade se prende
~ria ao carater fixo do nimero, como se o con
cebia entdao. Tal obstaculo desapareceria. pa
ra Piaget, ao se entender que um nimeroc simbo

liza uma acdoc, nac um estado.

Tais hesitacoes do grande d'Alembert sao
particularmente 1nstrut1vas quanto a na
tureza ativa e nio estatica do numero ne
gativo e do numero inteiro em geral. De
fato, esta claro que, se concebermos to
da no¢cao matematica como resultante da
percepcao, o numero negativo nao  seria
justificavel, pois corresponderia a uma
auséncia de percepcao, ou ainda menos, e
percepcoes nulas nao sao suscetiveis de
gradagao. Espantoso e que essa contradi
¢ao entre a interpretacao sensualista do
conhecimento e a realidadematematica,nac
tenha levado um espirito tao voltado pa
ra o concreto e pouco dado as consldegg
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¢oes mecanicas como d' Alembert a entender

que a natureza essencial do numero nac e

nem estanca nem perceptlva 85 Slm, muito

dinamica e llgada a propria acao, interio

rizada em operagoes.

A explicacao de Piaget comporta uma gran
de dose de verdade, porém ndo esgota o assun
to. Citaremcs muitos autores que constante-
mente insistem no carater dinamico do numero

positivo, relacionado sobretudo a atividades

de medicgao.

Tais matemétibos, todavia, tém dificul
dade em adotar a mesma atitude diante dos nu
meros relativos. Perturbam-se com outros obs
taculos néo mencionados por Piaget, entre os

guais destacamos o que chamamos "a ambigliida-

de dos dois zeros". Durante séculos os mate

maticos se impressionaram com o zero absoluto,

abaixo do qual nada se podeia conceber. Isto

os impediu de manejar com facilidade o zero

origem, marcado arbitrariamente sobre um eixo
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orientado. Esta confusdc surge, alids, no cur
to trecho citado de Piaget, scbre "auséncia
de percep¢do" e "gradacdo de percepcoes nu

las".

Muitos sdo os autores 2 afirmar gue "na
da poderia ser mais imOovel gue 2 imobilidade".
Para descobrir, a partir dai, o comceito de
velocidade negativa, foi necessaria toda uma
construcao intelectual, gue s& seria verdadei

ramente possivel muito depois.

No corpo do trabalho, citamos cerca de

vinte autores. Chegamos a destacar uma deze-

na de obstaculos gque se opoem 2 satisfatoria

compreensao dos numercs relativos. Tais obs

taculos sdo revelados por perto de vinte sin-

tomas, gque nem sempre podem ser relacionados

cada um a um Unico obstaculo determinzdo.

Vamos, pois, dedicar-nos agora a uma me

ticulosa explicagao dos textos, peois s6 assim
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se podera chegar a conclusdes variadas. Esta
forma de exposicdo sera, contudo, necessaria
mente descosida, claudicante, a maneira da

elaboracao ziguezagueante da compreensido dos

numeros relativos através dos séculos.

Se adotarmos, em nosso trabalho, um des
pojamento cronoldgico, as transposicoes de
obstaculos aparecerdo fora de ordem. Ha pre
cursores gue cedo superaram esta dificdldéde}

e retardatarios que incorrem nos mesmos erros

anteriores.

Pode-se pretender tracar uma classifica
¢do estruturada. Esta forma de apresentacao
temo inconveniente de elidir numerosos fatos
e de introduzir na exposicdo uma estruturaque

esteve ausente do percurso historico.

Entretanto, para facilitar a leitura,
assumimos o risco de propor provisoriamente

uma certa visao de conjunto de nosso artigo,
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sem dissimular o que tal procedimento pode ter
de simplista e redutivo. Fica disto adverti

do o leitor.

Optamos, assim, por indicar desde ja

seis dos obstdculos que serdao abundantemente

descritos a seguir, e dez dos autores citados.

Elaboramos, entdo, um guadro bastante esguemd
tico, inserindo nas casas os sinais + ou -,
para indicar se o autor, pelo texto citadc,

terd ou ndoc conseguido transper a barreira.

Trata-se de uma codificagac sumaria,que,
alias, encaramos com reservas, mas gue ofere
ce a vantagem de fornecer uma referéncia pro

visOria a leitura gue se seguira.

LISTA PROVISORIA DE ALGUNS OBSTACULOS

1. Inaptidao para manipular guantidades
isoladas.

2. Dificuldade em dar um sentido a guan
tidades negativas isoladas.
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3. Dificuldade em unificar a reta numé
rica.

Isto se manifesta, por exemplo, gquan
do se insiste nas diferencas gqualita
tivas entre as guantidades negativas
e os numeros positivos; ou gquando se
descreve a reta como uma justaposi-
¢ado de duas semi-retas opostas com
sinais heterogéneos; ou guando nao se
consideram simultaneamente as carac
teristicas dindmicas e estaticas dos
namercs.

4. A ambiguidade dos dois zeros (v. fls,
36).

5. Estagnacao no estagio das operagoes
concretasg (em confronto com o esta
gio das operacgoes formais). E a di
ficuldade de afastar-se de um senti
do "concreto" atribuido aos seres nu
méricos.

6. Desejo de um modelo unificador. E a
intencao de fazer funcionar um "bom"
modelo aditivo, igualmente valido pa
ra ilustrar o campo_ multiplicativo,
em gue esse modelo e inoperante. Co
mentarios mais precisos estao dlsse
minados por este artigo. Basta-nos,
como exemplo, assinalar gque a passa

gem citada por Piaget faz alusdes
(conscientes ou nao) aos obstaculos
3 e 4,

Ver quadro mais adiante.
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Os pontos de interrogacao designam oS
casos em gue ndo pudemos responder, seja por-
gque Os textos citados nac foram suficientes
para nos esclarecer, seja porgue a simplifica
a0 do codigo adotado provisoriamente nao per
mite a apresentacdo de nuancas gue serio exa

minadas mais adiante.

© quadro, embora sumario, ja nos revela
fatos interessantes. Ele evidenciz bem o ca-

rater parcial da ecompreensdo adguirida pelos

matematicos classicos citados. Ainda gue ma-
nipulassem os numeros relativos com uma enge
nhosidade digna de admiragdo, enguanto todos
os obstaculos néo foram vencidos, subsistiram
vastas areas de incompreensdo; o sucesso nao

era assegurado de maneira estavel.

Parecia-me, no inicio de minhas pesgui
sas, que o progresso crucial foi a transposi

¢ao das barreiras (5) e (6). O quadro nos
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mostra, contudo, o caso de MacLaurin, gque cum
priu essas etapas, mas, por nao dominar (3) e

(4) , nao atingiu o objetivo.

OBSTACULOS

1 2 3 4 |5 |6
AUTORES
DIOFANTES —
SIMON STEVIN 1 e e [
RENE DESCARTES X B e | g
COLIN MACLAURIN 3 N S () I I
LEONARD EULER A N * ? — —
JEAN D'ALEMBERT = 5 ] [ R e
LAZARE CARNOT n B T e S
PIERRE DE LAPLACE| . 2 i 7 =
AUGUSTIN CAUCHY m N — ] =«
HERMAN HANKEL N K i D AN
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E como a insuficiente clareza nao lhe
permitiu convencer definitivamente seus leito
res, Os progressos que obteve ficaram proviso

riamente perdidos para a posteridade.

Lazare Carnot, ao contrario, formulou
com muita nitidez tudo que lhe parecia incom
preensivel na idéia de nimero negativeo, tor
nando-se um dos mais eficientes artifices do

1
sucesso final.

II. Um sintoma

Enveredei pelo caminho agui explorado,
lendo "A vida de Henri Brulard (Stendhal, 1835)",
autobiografia de Stendhal (1783-1843), cujo no
me verdadeiro era Henri Beyle. Este escritor
participou das primeiras promocoes da Escola
Central de Grenoble, uma das primeiras insti
tuicbes em que o ensino da Matematica foi mi

nistrado a partir dos 13 anos de idade. O jo
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vem Henri ali estudou dos 14 aos 17 e evoca,
no livro, passagens de sua escolarizacao. £
um testemunho particularmente precioso (talvez
inico) sobre o gue seriam os primeiros conta
tos de um adolescente com o ensino recentemen

te institucionalizado da Matematica.

Ora, nem o ensino recebido, nem a leitu
ra do célebre manual de Bezout (1772)chegaram
a satisfazer a curiosidade do jovem aluno quan
do ele quis compreender a origem da regra dos
sinais. Seus professores, eles proprios, nao
a compreendiam ! Eles ndo tentavam nem com
preender, nem explicar. Contornavam a difi
culdade apresentando o tema sob a forma de um
dogma revelado: "cada proposigdo no Bezout,es
creve Stendhal, tem o aspecto de um grande se

gredo ouvido de uma velha vizinha".
Eis seu testemunho:

"Para mim, a hipocrisia era impossivel em
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Matematica e, na minha sizplicidade ju
venil, eu pensava gue isto era assi= em
todas as ciéncias nas guais ocuwira dizer
que ela se aplicava. Como figuei,quando
perceb1 que ninguem me podia explicar co
mo é que menos por menos éa mais (- x -
= +) ? (Esta & uma das bases fundamen
tais na ciéncia a que chamsmos "Alge-
bra").

Faziam pior do que nao me explicar
essa dificuldade (que €, B duvida, ex
plicavel, visto que condnz a2 verdade),ex
plicavam-na por razbes evidentemente pou
co claras para aqueles que as apresenta
vam. Pressionado por mim, o Sr. Chabert
se embaracava, repetia sua "ligso", exa
tamente aquela contra a qual esu levanta
va objecoes, e terminava tendo a coragem
de dizer-me: "Mas € o costume, todo mun
do admite esta explicacac. Euler = La
grange, que aparentemente valiam tanto
quanto o senhor, admitiam-namuito bem".

Levei muito tempo para convencer-me
de que minha objecao sobre 0 —= x - = +
nio podia absolutamente entrar ma cabeca
do Sr. Chabert; e o que o Sr. Dupuy sem
pre me responderia com um SOrriso supe
rior apenas; e que os ''grandes" a quem
eu fazia perguntas sempre cacoariam de
mim.

Limitei-me ao que, ainda hoje, digo
a mim mesmo: € indispensavel que - por -
da + seja verdadeiro, pois, evidentemen
te, empregando a todo momento esta regra
no calculo, chegamos a resultados ''verda
deiros e indubitaveis".

Minha grande desgraca era esta figu
ra:



46

R c P

i e

Suponhamos que RP seja a linha que sepa-
ra o 9081t1vo do negativo, tudo que esta
em cima € positivo, como negativo & tudo
que esta em baixo; tomando o quadrado B
tantas vezes quantas sao as unidades no
quadrado A, como posso fazer o quadrado
C mudar de lado ?

E, fazendo uma comparacao desaJe1ta
da, que o sotaque arrastado de Grenoble
do Sr. Chabert tornava ainda mais desa
Jeltada, suponhamos que as quantidades
negativas sao as dividas de umhomem. Mul
tiplicando-se 10.000 francos de divida
por 500 francos, como esse homem possui
ra, ou conseguira obter, uma fortuna de
5.000,000 2"

Vé-se que aqui Stendhal e seus professo
res esbarraram duas vezes no obstaculo (4). O
modelo comercial que facilita a compreensdo

da multiplicacao.

Este texto € apenas um sintoma de uma
incompreensdo cuja historia iremos segquir sé

culo por século.
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III. Um pouco de Historia

A origem da regra dos simais é atribuil
da geralmente a Diofantes @e Alexandria (fim

do século III d.C.). Esse astor ndo faz qual

guer referéncia aocs nimeros megativos. No en

tanto, no inicio do Livro I d@a ssa “"Aritméti
ca" (Diofantes), aludindo sem d@wvida ao desen
volvimento do produto de duas diferengas, ele
escreve:

"0 que esta em falta multiplicade pelo

que esta em falta da o que & positivo;

enquanto que o que esta em falta multi-

plicado pelo que e positivo, @2 o gque es

ta em falta".

Embora ele nac oferecesse demonstracao,
esta ja estava ao alcance dos antigos gregos.

Os comentadores ou tradutores de Diofantes nao

tiveram problemas para redigir uma prova.

Eis, por exemplo, como ela se apresenta

na "Aritmética" de Simon Stevin, publicada em
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"Mais multiplicado por mais da produto
mais, e menos multiplicado por menos, da
produto mais, e mais multiplicado por me
nos, ou menos multiplicado por mais, da -
produto menos.

Explicacao do dado. Seja 8-5 multi

plicado por 9-7, deste modo: - 7 vezes
- 5 faz + 35 (+ 35, porque, como diz o
teorema, - por -, faz +). Depois - 7

vezes 8 faz - 56 (-56, porgque, como esta
dito no teorema, - por +, faz -). E simi
larmente seja 8 - 5 multiplicado pelo 9,
e darao produtos 72 - 45; depois juntem
4+ 72 + 35, fazem 107. Depois juntem os
- 56 - 45, fazem - 101; e subtraido o
101 de 107 resta 6, para produto de tal
multiplicacac. Da qual a disposicao dos
caracteres da operacac € este:

Explicacao do quesito.

¥ preciso demonstrar 8§ -5
pelo dito dado, que+ mul g -7
plicado por +,faz +, e
que - por -, faz +, e que -56 35
+ por -, ou - por +, faz 22 —45

Demonstracao. O mul 6
tiplicador 9 - 7 vale 23
mas multiplicando 2 por 3, o produtoé 6,
logo o produto ao lado acima, tambem 6,
é o verdadeiro produto; mas o mesmo e ob
tido por multiplicacdo, 12 onde dissemos
que + multiplicado por +, da produto +,
e - por - da produto 4+, e + por —, ou -
por +, da produto -, portanto o teorema
€ verdadeiro.

48



Qutra demonstracao geométrica. Seja
AB 8 - 5 (a saber AD 8 - DB 5).Depois AC
9 - 7 (a saber AE 9 - EC 7), seu produto
sera CB; ou ainda de acorco com a multi
plicacao precedente ED 72 - EF 56 - DG
45 + GF 35, o0s quais nos mostrarao serem
iguais a CB desse modo. Em suma, ED +
GF, subtraido de EF e DG, resta CB.

Conclusao. Portante mais multiplica
do por mais, di produto mais. E menos mul
tiplicado por menos,
da produto mais, e p 2°F 7

mais multiplicado por

menos,ou menos multi sip 35 5

plicado por mais, dz

produto menos; como B G

queriamos demonstrar. 36 21 3
A C E

Observar-se-& gue o primeiro argumento
2 apenas uma verificacdo sobre exemplo numeri
co, sem alcance geral. Masa demonstracao geo
métrica pode servir de base a um desenvolvi
mento geral de (a-b) x (c-d)= ac-ad-bec + bd.

De gualquer forma, ndo aparecem em Diofantes

nimeros negativos isolados. A regra (=) x
(=) = (+) sO intervém como um procedimen-
to transitorio, antes de se obter um resul

tado "aceitavel", ou seja, positive.
P
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A partir dai, os matematicos pdem-se a
calcular. (obstaculo (1) estard definitiva

mente ultrapassado).

Embora desejassem evitar o emprego dos
numeros negativos, a pratica do cilculo vail
forg¢a-los a sua introducdo, como  intermedid
rios do calculo. Durante muito tempo eles se
espantaram ao perceber gue calculos efetuados
com "falsos numeros" levavam afinal ao resul

]
tado exato !

E comum, por exemplo, gue, substituindo
-S€ um numeropositivo a em uma identidade po
linomial P8x) x Q(x)= R(x), se obtenha um re
sultado positivo R(a), sem que P(a) e Q(a) o

sejam.

Assim, a pratica "clandestina" do calcu

lo dos numeros relativos antecedeu em 1600

anos sua compreensao. Eis uma ligdo que a di

datica da Matematica jamais deveria esquecer!
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Para alguns matematicos pouco escrupulo
sos, o éxito justificariz © emprego de niime-

ros relativos isolados. Eles aparecem em

Brahmagupta (séc. VII &.C.) {Brahmagupta, Bhas

cara, 1817). As obras indiamas da época sio
apenas coletdneas de sentengas, acompanhadas
de exemplos de aplicagdc numerica. Nao ha,con
tudo, preocupagdo de explicar por gue "o nega
tivo multiplicado pelo negatiwe 43 o afirmati

vo"

Saiba-se que, na Idade M2dia e no Renas
cimento, o "Milagre" da eficacia inexplicada
de um calculo com relativos se repete em ou
tros campos. A situacdo dos nomeros incomen
Suraveis parece preocupar muito mais os mate
maticos gue tentam justificar a aritmética e

a algebra.

Simon Stevin (1540-1620) & o mais ilus

tre dentre estes., Sua idéia de numero esta
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expressa na definicao:

"Numero €& aguilo pelo gual se explica

a gquantidade de alguma coisa".

Ele ndo se preocupa em provar que os ni
meros decimais "rompidos" (isto &, fracionéa-
rios), irracinnais, etc., intervém efetivamen
te como simbolos de medida. Ele chega a refu
tar a tese de Euclides, para o gual a unidade

nao seria um numero, e proclama:

"Concluimos, pois, que nao existem nume
ros absurdos, irracionais, irregulares,
inexplicaveis, ou surdos; e, sim, que,
entre eles (os nimeros), ha uma tal exce
léncia e coeréncia, que temos meiosde me
dir a noite e o dia, em sua admiravel per
feicao". -

Todavia o numerc negativo isoladonao es
td em sua lista. Ele nada afirma sobre seu

direito de existir como simbolo de guantiiade.

Que significa este siléncio ?

Por outro lado, ao longo de sua obra,
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ele trata abundantememte &&= numeros negativos,

utilizados como artificios de calculo. Justi

fica-os (como nas demomstragbes citadas ante
riormente). Aperfeigoa se= emprego, ao escre
ver: "Em vez de dizer dimimma 3, diga acres-

cente -3".

Seu embarag¢o, porem, mamifesta-se clara
mente, guando sente necessidéade ée interpre-
tar as ralizes negativas de uma eguagdo, e ele
faz uma proposicao engemhosa, gue assim refor
mulamos: As raizes negativas d@as eguagdes sao
as raizes positivas da transformadz em -x (ou
ainda, se entendemos que -2 € raiz de uma equa
¢do x* - px = q, isto significa gue +2 € raiz
de x* - px = q).

Estamos diante de uma primeira manifes

tacdo do sintoma de evitacdc. Trata-se de in

ventar um processo que, na pratica, renuncie

a utilizacdo dos numeros negativos.



54

Atualmente nenhum matematico tem neces
sidade de propor um tal desvio artificial. Se
-2 & um numero, do mesmo modo que +2, nao tem
cabimento arranjar-lhe uma interpretacao, co-
mo solugdo para outro problema, proposto  ad

hoc.

Ao longo da histdoria, os matematicos se
atreveriam a praticar cada vez melhor o calcu
lo dos numeros relativos. Mas, até o fim do
século XVIII, as quantidades negativas nao ti
nham adquirido o status de nimeros. Ante sua
intempestiva intrusdoc num calculo, os sabios
se viam as voltas com o problema: "Como me 1i

vrar dele 2"

Pierre de Fermat (1601-1665), por exem
plo, fez com que seu amigo Jacques de Billy
(Fermat 1891) redigisse conselhos sobre o com
portamento a adotar diante de uma raiz "fal

sa" em uma eguacdo diofantina. Ele propos um
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método para obter delz, e= alguns casos, uma
solugdo "aceitavel". (Este & outro tipico exem

Plo do sintoma de evitacio).

Costuma-se elidir mma parte importante
do encaminhamento das idéias, atribuindo-se a
René Descartes (1596-1650) o emprego de um sis
tema de coordenadas "cartesianas®. Naverdade,
ele jamais utilizou um eixo sobre o gual a
abscissa de um ponto varia de -= a += .Sin

plesmente ele considerou separadamente duas

semi-retas opostas, sabendoc gue as linhas ne
gativas devem se dirigir em sentide oposto ao
das linhas positivas. Mas as curvas gue tra
¢ou limitam-se, em geral, ao primeirc guadran
te. Por exemplo: atualmente naoc se entende
por gue a cubica de eguagdo x* + y?® =3axy se
chama "FOlio de Descartes". Com sua ascinto
ta, ela absolutamente nao sugere a forma de

uma folha. Na realidade, foi o estude da 1i
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mitacdo dessa curva ao primeiro quadrante gque
se tornou um desafio para Fermat em 1638.

Por outro lado, deve-se notar, gue Des

cartes dedica um terce de seu livro "Geome~

tria" (1628) a arte de se livrar das raizes
falsas ! Ora, o ilustre autor proclama, por
toda a sua obra, que s0 pretendia ater-se as
guestdes fundamentais, deixando aos seus "so
brinhos" a tarefa de cuidar dos detalhes. En
tende-se, pois, que, para ele, o artificio da
mudanca de origem das abscissas para obter
equacgdes com todas as raizes positivas nio &
uma questdo subalterna; é um sintoma de evi
tacéo, que revela insegquranca diante do uso

dos numeros negativos.

Outro testemunho revelador nos & forne
cido pelo "Dicionario Matematico" de Jacques
Ozanan, publicado em 1691. No indice, estao

enumeradas cerca de vinte especies de numeros
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(entre os quais cs numeros imteiros,"rompidos"”,
incomensuraveis, surdos, etc.). E de crer,
portanto, gue na época n3c se cogitava de na
meros negativos. No entanmto, =marndwicaraiz',
distinguem-se raizes verdadeiras, falsas ou
imaginadrias: "A raiz falsa € o walor negado
da incOgnita da eguagdc". (!2) E=sta incoerén
cia contrasta com a relativa clareza gue se

*
observa no restante da obra! )

A partir do século XVII, ©os nimeros ne
cativos aparecem naturalmente nos trabalhos
cientificos. Eles sdoc aceitos em razdode uma
espécie de método Coué: a eficacia do calculo
& suficiente para confortar o matematico em

sua fé. Nos trabalhos de cunho pedagogico é

{*) O leitor interessado podera examinar tam
bém o inicio do capitulo LXVI da "Algebra" de
John Wallis (1673) (em latim), cujos excertos
traduzidos em inglés figuram no "Source Book"
de Smith. Wallis fala de numeros negativos,
®mas apresenta muitos sintomas de incompreensao
analogos aos gue citamos nos outros autores.
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gue se manifestam os apuros. O erudito nao
consegue dar uma explicacdao a seu ver satisfa
téria. Nao pode, contudo, confessar decente
mente sua fragqueza e abusa de circunloquios
ricos em formas gramaticais negativas. Eis ai
um sintoma encontrado em gquase todos os auto
res que citamos (exceto, talvez, em Clairaut,

gue sempre escreve com autoridade !).

Este sintoma aparece nos trabalhos de

|
Colin Maclaurin. ©No "Tratado dos Fluxos(1742),

ele escreve:

"0 uso do sinal negativo, em algebra, da
orxgem a numerosas consequenc1as difi-
ceis de admltlr, em principio, eque pro
piciam idéias aparentemente sem qualquer
fundamento real".

Mais além, ao final de um discurso confuso, o

autor esbarra brutalmente contra o obstaculo

-

(3) , condenando o emprego da relacdo entre na

meros positivos e negativos, considerados co

mo quantidades incomparaveis heterogéneas ! (Ar
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gumento em termos guase idémticos pode ser vis
to em textos de d'Alembert e Carmot, citados

mais adiante).

O "Tratado de Algebra™, publicado em
1748, dois anos apbs a morte de Maclaurin,tor
nou-se uma obra de referéncia, ma Gri-Breta
nha, como no continente eurcpeu. Eiscomo ele

apresenta as quantidades negativas:

"Chamam-se quantidades positivas, ou
afirmativas, as gue sac precedidas do si
nal +, e negativas, as que sao precedx-
das do sinal -. Para se ter uma ideia
clara e exata desses dois tipos de quan
tidades, deve-se notar que toda quantxda
de pode entrar num calculo algebtxco,
acrescentada, ou subtraida, ou sejaz,como
aumento, ou como diminuicéo' ora, & opo
slgao que se observa entre aumento & d;
minuigao ‘ocorre na comparagao das quant1
dades. Por exemplo: entre o valordo di
nheiro devido a um homem, e o do dxnhex
ro que ele deve; entre uma linha traqg
da a direita, e uma linha tracada a es
querda; entre a elevacao sohre o hori-
zonte e © p051c10namento abaixo dele. As
sim, a quantidade negativa, lonwe de ser
rigorosamente menor que nada, nao & menos
real na sua espécie do que a positiva,
mas é tomada num sentido oposto; segue-
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se dai que uma quantidade con51deradalso
ladamente nao poderia ser negat1va, poxs
ela s6 0 sera por comparacao; e que, quan
do a quantidade que chamamosposltlva. nao
tem outra que lhe seja oposta, ndc se po
deria dela subtrair outra maior. Por exem

plo: seria absurdo querer subtrair uma
quant1dade maior de matéria, de outra me
nor"

0 leitor percebera que o obstaculo da
passagem ao dinamico assinalado por Piaget ai
esta perfeitamente ultrapassado ! Mas a com-
preensdo esta longe de ser adquirida, sob e}
ofeito dos obstaculos (3) e (4), visivelmente

nao transpostos.

Entretanto o autor reconhece implicita
mente que o que & absurdo de fazer com © zero
absoluto (duas Gltimas linhas) & perfeitamen
te legitimo com um zero origem. Mais adiante,
ele enuncia a regra dos sinais, comentando-a
nestes termos:

"poder-se-ia deduzir dai a regra dos si
nais tal como se costuma enuncia-la, ou



seja, que 0§ sinais ipusis mos termos do
multiplicador e do mul : %m - 5 o+

no produto, € 0s sinais = dao-.

Evitamos esta maneira ce M‘i re
gra, para poupar aos unni.tnt revol
tante expressao - por - éz », gue, fnda
via, & uma consequéncia necessaria da re

o S

gra. Pode-se, como fizemos, >
mas nao anula-la, nem contraiizi—la, o
leitor, sem perceber, observom tofs o seu
sentido nos exemplos precedentes. Fami
liarizado com a coisa, como iria pertnr
bar-se com as palavras ? Se zinda con-
serva alguma duvida, que preste atemgso
a seguinte demonstracdo, que ataca du-e
tamente a dificuldade.

+38=-2a=0; assim, multiplicando
+ & - a por qualquer quantidade, o pre
duto deve ser 0; se multiplico por n, te
rei como pr:.meu'o termo + na, portm:o
o segundo sera - na, pois eptecwo que
os dois termos se dcstruam. Logo sinais
diferentes dao =~ mno produto. Se multi
plico + a - a por - n, de acordo com °
caso precedente, obterei -na como primei
ro termo; logo terei + na como segun—
do, pois é sempre necessario que os dois
termos se destruam. Logo - multiplica
do por - da + no produto'. '

O texto revela um progresso considera-

el, ao abordar formalmente a demonstracao da

ra dos sinais. A ligacao com distributivi

sdc em relacdo a adicdo & implicitamente bem
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deduzida.

Pode-se perguntar até que ponto Maclaurin
adota o ponto de vista formalista. A passagem
que acabamos de citar ja revela umanitida van
tagem do autor sobre todos os demais matemati

cos até o séeculo XIX.

0 inicio de seu tratado dos fluxos(1742)

é bem mais explicito:

"A Matematica trata das relagdes entre as
quantidades e de todas as suas proprieda
des, que podem ser submetidas a uma re
gra ou medida".

E, algumas linhas adiante:

"Nesta ciéncia, examinan-se as relacoes
das coisas, mais do que suasesséncias in
teriores, isto porque podemos ter uma
idéia clara do que seja o fundamentoc de
uma relacao, sem ter uma ideiaperfeita e
inteira dos atributos de uma coisa. Nos
sas idéias sobre as relagoes sao geralmen
te mais claras e mais distintas doque s§
bre as proprias coisas que mantém essas
relacoes; €& principalmente a isto que de
vemos atribuir a evidencia particular da
Matematica. Nao €& preciso que os objetos
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de nossas teorias sejam gdescritos na

atualldade, nem que eles existam fora de

nos; mas & essencial que suas relacgoes

sejam claramente concebidas & evidente

mente deduzidas; ¢ tambés preferivel de

dicar-se particularmente 2 comsiderar

aquelas e que podem aumentar mossos co
checimentos em Fisica™.

Ndo parece estar lendo Hilbert ou Bour
baki ? Observe-se, particularmente a passa
gem em que ele aceita os objetos matemdticos,
descritos em termos de estrutura, sem exigir

=
“que eles existam fora de nés'! :

Mas as passagens citadas antes disto tam
bém demonstram gque esse espetacular progresso
nao bastou a McLaurin para adguirir uma com
preensdo completa. Esbarrando nos obstiaculos
{3) e (4), ele é incapaz de apresentar a teo
ria dos nimeros relativos com todo o desemba

rago desejavel. Os leitores ndo suspeitaram

(*) Na edicao inglesa do "Tratado dos Fluxos"
(1742), essa profissdo de fé & acompanhada por
uma nota que remete ao "Ensaio sobreo entendi
mento humano" (Livro 2, cap. 25). Deve-se con
cluir dai que Locke & o pai de Bourbaki ?



64

de gue MacLaurin guase compreendeu Os numeres
relativos. Seu avan¢o historico seria provi

soriamente perdido para a posteridade.

Enquanto todas as facetas do problema
nao forem simultaneamente dominadas, corre-se
sempre o risco de uma recaida na incompreen

sao.

Léonard Euler (1707-1783) foi,seguramen
te, um virtuose do calculo. Em seus artigos
cientificos, ele maneja os numeros relativose
complexos com engerthosidade e arrojo, sem le
vantar muitas questdes a respeito da legitimi
dade de suas construcoes. No entanto, em uma
obra destinada a principiantes (Euler, 1770),
a intencao pedagdgica o fez sentir-se obriga
do a fornecer explicag¢Oes, tentando, especifi

camente, justificar a regra dos sinais. Sua

argumentacao pode ser dividida em trés partes:

1. A multiplicacdo de uma divida por um

numero positivo ndo apresenta gualquer  difi
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culdade: trés dividas de a escudos fazem uma

divida de 3a escudos. Logo b x(-a)=-ab.

— Observa-se, neste exemplo, que a mul

tiplicacdo & uma operacdo externa., O argumen

to fica, pois, sem valor, se o multiplicador

nao for um inteiro natural.

2. Por comutatividade, Euler deduz dai

gue (-a) x b = -ab.

— Argumento sem valor para uma lei ex
terna. Que significa (-3) ganhos de a escu

dos ?

3. Resta determinar o gue & (grifo nos

so) o produto (-a) por (-b).

— E claro, diz Euler, gue o valor ab
soluto & ab. Trata-se, portanto de decidir
entre +ab e -ab. Como (-a) x b ja vale -ab,
a2 Gnica possibilidade restante €& de gue

{-a) x (=b) = + ab. (!!1)
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Essa acrobacia nao ultrapassa onivel da
vulgarizacao. Mas se Euler nao apresenta agui
melhor justificativa para a regra dos sinais,
é porque, sem duvida, nao conhecia outra mais
valida. A mesma obra revela ainda outro obs
taculo, que Euler (e muitos outros) nado conse
guiu transpor e que se refere a incompreensao
da unificacdo da reta numérica. Euler decla

ra que a representacac de um numero negativo

& uma letra precedida do sinal -.

Atualmente, em vez disso, © simbole -x
designa o oposto do nimero x (de sinal inde-
terminado) . A convencac explicitamente enun
ciada por Euler entra, alids, em contradigdo
com sua pratica cotidiana: o ilustre analista
jamais hesita em substituir, num polinomio ou
uma série inteira, uma variavel por um valor

negativo ou imaginario.

As resultantes incoeréncias de  lingua



sdo particularmente nitidas no seguinte
O de Gabriel Cramer, contemporineo de
er. Percebe-se que, no segundo paragrafo
te excerto, a letra x muda varias vezes de
ificado, enguanto se supde que o parame-

2 seja implicitamente positivo !

"Assim, na Curva que representaa equacao

XX + bax + 5aa - 6ay = 0, ou y= '5’% + X

28 (§.1I1), a equacao mostra que, na Ori

gem, onde X é zero, o valor de y e é:— .

5a - :
Aa = —§ ©» pois, a grandeza da primeira
ordenada. Supondo, a seguir, x positi

vo, vé-se que, a medida que ela aumenta,

XX -
os termos 6a_ © X tambem aumentam, sem

que o termo constante —2—?—- diminua; o

que prova que a abscissa x crescendo, a

‘ordenada y(= ,62‘ + %+ —%a—) que € po

sitiva, tambem cresce. Portanto, do la
do das abscissas positivas, a Curva tem
apenas um ramo ad, que incide totalmente
0o angulo das coordenadas positivas, e
gue, partindo da extremidade a da primei
ra ordenada Aa, tende ao infinito afas-
tando-se do Elxo das abscissas e do Eixo
das ordenadas.

Para conhecer o curso desta Linha do
lado das abscissas negativas, faz-se x



