O problema é um pouco dificil e exige uma certa capacidade de andlise
para sua solugao. Um fato relevante é que os pontos C e D' eqlidistam da
reta DAA' e que o segmento DA éa metade de DA'. Dai pode-se concluir que
a4readotridngulo A'DD' é o dobro da érea do tridngulo ACD. De modo ané-
logo, concluimos que a drea de AA'B' é o dobro de ABD, que a dreade BB'C’
é o dobro da 4rea de ABC e que a drea de CC'D’ é o dobro da 4rea de BCD.
Entao a soma das 4reas dos quatro tridngulos "‘exteriores'’ ao quadrilatero
ABCD sera 4s, aareade A'B'C'D', serd 4s +s, isto é, 5s. Uma verificagao tri-
vial da solugao pode ser feita particularizando-se o quadrilatero convexo
ABCD para um quadrado e a solugao 5s aparece rapidamente; pois cadaum
dos tridngulos “existentes’ tem érea igual ac do quadrado inicial.

Consideremos o problema: ‘‘Usando uma e uma s6 vez cada um dos al-
garismos0,1,2,3,4,5,6,7,8,e9, consideremos os niumeros naturais deum
ou de dois digitos, que somados déem resultado 100. Como devem ser as
parcelas?” Naturalmente algumas tentativas podem ser feitas pelo exame
de algumas particulares somas, como: 0 +1 +2 +3 +.. + 8 + 9= 45,0 +1+
23 4+45+6 +7 +8 +9=99e01 +32+45+6+7 +8 +9 =108. Umpoucode
observagao permite ver que cada soma é um multiplo de 9. Entao procura-
se verificar se pode existir alguma soma valendo 100. Se u é a soma dos al-
garismos das unidades das parcelas, entdo, a soma dos algarismos das de-
zenas das parcelas vale (45 —u). Logoasoma 100 — (45 —u) 10 +u,0u %u =
350, ou u =350/9. Como u deve ser numerointeiro, a contradicao é evidente
e o problema & impossivel.

Dois livros extraordinariamente lteis para os professores que se dedi-
cam a processos de selecdo sao: Taxonomy of Educational Objectives, de
Benjamin S. Bloom e outros (tradugdo por Flavia Maria Sant’Anna) e Objec-
tives for Mathematics Learning, de S.M. Avital e S. J. Shettlervorth. No livro
de Bloom os problemas sao diversificados em seis diferentes niveis: co-
nhecimento, compreensao, aplicagdo, andlise, sintese e avaliagao, ordena-
dos hierarquicamente, isto &, a possibilidade de resolugéo de um problema
a nivel de anélise exige a capacidade de resolugao de problemas do mesmo
assunto em niveis inferiores. O mais elevado nivel, avaliagao, em problemas
de Matematica tem sido rejeitado por alguns autores, inclusive Avital, pois
que asuaaplicagao exige um critério discutivel e, por consenso, problemas
de Matemética devem ter solugao exata. O livro de Avital contém uma série
de problemas bastante engenhosos, principalmente a nivel de analise ou de
gintese, que o autor chama de problemas de pesquisa em aberto (open se-
arch). Alguns desses problemas véo ser reproduzidos no final deste artigo.

Em Geometria, ha mais de dois milénios, tém tido peculiar importancia
os problemas que podem ser resolvidos com régua e compasso, isto &,
aqueles cuja solugéo pode ser obtida com numero finito de operagdes com
régua e compasso. Com o desenvolvimento da Algebra ficou provado que
esses problemas sao exatamente aqueles que poderiam ser resolvidos por
meio de equagdes do 1.° ou do 2.° grau, ou por meio de equagodes redutiveis
a esses graus. Mais recentemente, Mascheoni provou que os problemas e
solugdes com régua e compasso podem também ser resolvidos somente
com compasso. Sao notaveis os trés problemas cléssicos de geometria que
nao podem ser resolvidos com régua e compasso: a quadratura do circulo,
a duplicagao do cubo e a trisecg@o do &ngulo. Apesar disto, até hoje os De-
partamentos de Matematica continuam recebendo de amadores engenho-
sos, “solugdes' para tais problemas. Um problema classico, que tem des-
pertado bastante atencao, é o da divisao da circunferéncia em n partes
iguais. Cerca de trés séculos antes de Cristo esse problema ja tinha solugéo
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conhecida, com régua e com compasso, quandon—=2"n =23 ,n =25 en
=2"15, k =0,1,2,3,... Sobre esse problema Gauss conseguiu provar em
1801, um Teorema cléssico: "'A divisdo da circunferéncia em n partes iguais
sn >2) é possivel com régua e compasso, se e somente se n for deuma das

ormas:i)n =2 k=1,23,... ouii)n =2" p .p,....ps, ONd@ P, P,,... Ps 880 pri-
mos distintos da formaFm =2°" +1ek =0,1,2,3,..." Assim, como F ,=65537
é primo, sabemos que é possivel, com régua e compasso, dividir a circunfe-
rénciaem 65537 partes iguais! A prop6sito dos nimeros da forma Fm = 22"
+ 1, chamados "primos de Fermat”, convém observar que, em 1732, Euler
mostrou que F, era o produto 641 x 6700417 e portanto, os "'primos de Fer-
mat'’ ndo eram todos primos!

Em 1858, o arquedlogo escocés Henry Rhind, em estada no Egito para
tratamento de salide, comprou de um mercado um papiro mutilado de di-
mensoes 0,3m x 5,0m. O documento, hoje no Museu Britinico e conhecido
como o Papiro de Rhind, fora escrito por um certo escriba Ahmés, cerca de
1.650 A.C., copiando um outro documento que teria sido escrito entre 1800
e 2000 A.C. No papiro estava a Matemética conhecida dos egipcios, princi-
palmente sob a forma de problemas, em nimero de 84. Alguns anos mais
tarde, os fragmentos que faltavam do papiro foram levados para os EEUU,
onde hoje estao no museu de Brooklin, em New York. Um outro papiro cé-
lebre, o de Moscou, contém 25 problemas, foi comprado em 1893 e teria
sido escrito em 1890 A.C. por escriba desconhecido. Pelos documentos sa-
be-se que os eglpcios tinham simbolos proprios para os niumeros naturais

n, para as fragoes da forma ' e para a fragao -:- ; as fragdes de forma_“L”
n

eram representadas como o complemento de —+ . O Papiro de Rhind, além

de conter 84 problemas, mostra que os egipcios conheciam certas identi-

dades como, por exemplo, 2 1 1 1 2 1 1
_—X —=— =@ — = +
3 n 2n Bn n n41 nin + 1)
2 2

Dai teriam construido duas tabelas, uma de
valores = ,comn| mpar variando de 5a 101 e outra de valores de-;";. paran

=1 ,2,3,...."9. Dos 84 problemas do papiro, 0s seis primeiros tratavam da aivi-
sdo de pequeno nimero de paes (até 9) por 10 pessoas, com uso da tabela

devalores de_"_. O problema de n.° 72 mostra que conheciam regra de trés,
10

pois podia-se determinar o nimero de paes de ‘forga” 45 equivalentes a
100 paes de “forga" 10. O problema de n.° 63 mostra que conheciam a divi-
séo em patles proporcionais. Alguns problemas mostram a habilidade em
simplificar expressoes numéricas como, por exemplo,

1 i 1 N 1
—+—)x:6+—+:>=—
(w 112 2 8

Alguns problemas sugerem que conheceriam a solugéo de equagodes do
tipox +ax=bex+ax + bx = c. O problema n.° 51 mostra que sabiam cal-
cularadreado tridnguloisdsceles e o den.® 52, a drea de trapézio isésceles.
A drea do quadrilatero era calculada como o produto das médias dos lados
opostos. Emum problema, a &rea de um campo circular de diametro 9, apa-

rece como valendo 8%, oque dariapara s ,ovalor3 % . O problema n.° 56,
sugere o conhecimento de alguns conceitos trigométricos, pois usa-se o
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valor “‘seqt" que seria a cotangente de um &ngulo na medida da inclinagéao
das faces laterais das pirdmides. Os egipcios ndo faziam distingao entre
célculos exatos e aproximados, nem tinham preocupagao com provas for-
mais das propriedades eventualmente usadas. O Papiro de Moscou mostra
ainda que sabiam determinar o volume do tronco de piramide quadrangular
regular e a area da superficie esférica.

Alguns problemas tém solugéo que foge aquilo que anossa intuigao po-
deria prever. Entre eles, vou citar: i) Se n ¢ IN, f(n) = n* + n + 41 é um nd-
mero primo?; ii) Imagine a Terra esférica, com o Equador medindo
40.000km. Se o Equador fosse aumentado de 1m e o novo Equador disposto
“paralelamente” ao antigo, a que distancia estariam essas duas circunfe-
réncias?; iii) Broca-se uma esfera, obtendo-se um espago vasado cilindrico
cujo eixo contém o centro da esfera (o volume restante & um anel esférico).
Se o anel tem altura 1m, calcule a diferenca entre os volumes de um anel
proveniente de uma esfera do tamanho da Terra e outro obtido de uma es-
fera de diametro 10m.

Resolvendo os problemas do paragrafo anterior encontramos: i) Em-
bora f(n) seja primo quando n =0,1,2,3,...,39, o valor {(40) =407 +40 +41 =
40 (40 + 1) +41 = (40 + 1). 41 =417 nao é primo; ii) Se Re e Re, sdo, respecti-
vamente, os raios do primeiro e do segundo "'Equador”, entdo vem: Re =

40.000.000m | Re, =AINoTme R, —RE=.‘. = 0,18m;iii)Se a é o raio da esfera,b o
2n on 3 2n

raio interno do anel, um célculo trivial de volume V de revolugao m?stra que

V = *"(a®* — b%** Se h é a altura do anel, pode-se tirar que Vz’%‘ isto éo
a

volume s6 depende da altura h e é nula a diferenga entre os dois volumes!

Um método que pode ser usado em cursos de Matemética é aquele ba-
seado exclusivamente na resolugao de problemas. Muitos cursos em uni-
versidades americanas tém seguido o chamado método de Moore, apoiado
exclusivamente na resolugdo de problemas, Halmos relata, no n.° 82 do
American Mathematical Monthly, uma sua experiéncia sobre um curso de
Algebra Linear, baseado no estudo de 50 teoremas que deveriam ser expli-
cados, deduzidos e aplicados pelos alunos, com um minimo de interferén-
cia do professor. Segundo observacoes posteriores ao curso, os alunos en-
volvidos continuaram seus estudos em outras disciplinas, com um desem-
penho muito superior ao da média dos demais alunos. Embora possa pare-
cer o contrério, os preparativos e o acompanhamento desses cursos pelo
professor sao, em geral, muito mais trabalhosos do que num curso tradi-
cionall Aconselharia que alguns professores, principalmente aqueles que
gostem de inovar, tentassem empregar o método sempre que condigdes
adequadas o permitam. N&o posso deixar de comentar o titulo da tese de
doutorado de Cantor (1867): "Em Matematica, a arte de fazer perguntas
vale mais do que a de resolver problemas". Se Cantor pudesse ter previsto o
futuro e conseguisse antever o que Polya escreveria quase um século mais
tarde, poderia ter conciliado as duas artes, uma vez que a resolugéo depro-
blemas, em sala-de-aula, bem postos, naturalmente, exige do professorum
perfeito conhecimento da arte de fazer perguntas!

Finalmente, apresentamos alguns problemas transcritos dos livros de
Polya e de Avital, cuja solug@o podera ser apresentada em algum nimero
futuro deste Boletim:

1) Dois navios passam simultaneamente pelos pontos A e B, com velocida-
des constantes V, e V,, respectivamente. Determine a minima distancia en-
tre os dois navios.
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2) O nimero de quatro algarismos xxyy é o quadrado de um numero natural
n. Determine n.

3) Generalizesomascomo 1° =1, 17 4-2* 3% 1°+234+.3° 62 1°42°+3°+
4°—10%e prove ser verdadeira a generalizagao, qualquer que seja o niimero
de parcelas. q 1 1

1
4) Qual o valor da soma + - + oot ——
1x2 2x3 Ix4 99 x 100 ~

5) Como se podem retirar exatamente seis litros d’agua de uma tanque,
quando se dispoe apenas de dois recipientes, um de quatro litros e outro de
nove litros, sem qualquer graduagao nos recipientes?

6) Construa um trapézio cujos lados sédo a, b, c, d, sendo a e c as bases e to-
dos os lados diferentes.

BIBLIOGRAFIA :
i) Bloom e outros — Taxionomia de Objetivos Educacionais
ii) Avital e Shetleworth — Objetives for Mathematics Learning
ili) Polya — How to Solve It? — Princebon University Press — 1973
iv) Colegdo da Revista do Professor da SBM
v) Americam.Mathematical Monthly, n.°82, artigo de P.R. Halmos,  The
Teaching of Problem Solving.




A GEOMETRIA DOS MOSAICOS

Luiz Mércio Imenes

As paredes e 0s pisos das casas, s vezes, sao recobertos por ladrilhos,
tacos e azulejos de formas variadas. Sao bastante comuns as formas qua-
drada e retangular: i

|

!
| 21
-

r

Ha ladrilhos hexagonais (regulares ou nao):

Podemos construir um mosaico bonito combinando quadrados e octé-
gonos regulares:
/
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A observagéo destes diferentes recobrimentos do plano pode ser ponto
de partida para a formulag@o de problemas interessantes, envolvendo &n-
gulos e poligonos. Vejamos alguns exemplos:
1. No mosaico 3: qual a medida de cada &ngulo de um hexégono regular?
2. No mosaico 5: qual a medida de cada &ngulo de um octégono regular?
3. € possivel recobrir o plano com:
a) paralelogramos?
b) tridngulos equildteros?
c) triangulos escalenos?
d) pentagonos regulares?
e) losangos?
f) trapézios?
g) quadrilateros quaisquer?
4. Epossivel construir o mosaico abaixo usando losangos em que 0 &ngulo
agudo mede 4007

N

A resolugao destes e outros problemas envolve conceitos e proprieda-
des dos poligonos. Conhecendo as medidas dos dngulos internos dos poli-
gonos regulares, o aluno pode descobrir novos mosaicos. Deveré procurar
angulos cuja soma totalize 360°. Assim, por exemplo, podemos juntar um
hexagono regular (120°) com dois quadrados (2x90°) e um tridngulo equil4-
tero (60°), pois: 120 4 2x90° + 60° — 360°. ¥

P =
Na construgao destes mosaicos os alunos usam técnicas e materiais va-
riados. Os resultados s&o bonitos e os trabalhos nao envolvem sé a Mate-
matica. Ha a procura das cores, a preocupagéo estética, a busca da harmo-
nia visual. Estes trabalhos ilustram bem a riqueza enorme do casamento en-
tre Matematica e Arte.

BIBLIOGRAFIA
1) ‘1I‘6th, L. Fejes. Regular Figures. New York, The Macmillan Company,
964 i

2) O'Daffer, Phares G. and Clemens, Stanley R. Geometry: An Investigative
Approach. California, Addison — Wesley Publishing Company, 1977.

3) Cundy, H. Mastyn and Rollett, A. P. Mathematical Models. Oxford, Uni-
versity Press, 1961.

4) Grunhaum, B. and Shephard, G.C. Tilings by Regular Polygons. Mathe-
matics Magazine, vol. 50, n.° 5, novembro 1977.

5) Steinhardt, P.J. Quasicrystals. American Scientist, vol 74, novembro-
dezembro 1986.

6) Jakubovic, J. e Imenes, L.M.P. A geometria dos ladrilhos. Revista de En-
sino de Ciéncias, FUNBEC, n.° 8, abril 1983.
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UMA EXPERIENCIA EM EDUCACAO MATEMATICA DESENVOLVIDA NA
UNIVERSIDADE DE PERNAMBUCO

Reprodugéo de reportagens do Jornal do Brasil de 30/3/87 e do Diério de
Pernambuco de 8/3/87

UFP simplifica ensino da matemaética

JB-RJ-30/3/87

Recife — Um método para simplificar o ensino e o aprendizado da ma-
tematica, desenvolvido por um grupo de pesquisadores do departamento
de Educagao da Universidade Federal de Pernambuco, esta sendo experi-
mentado com sucesso em cinco escolas pernambucanas, sob a supervisao
de pedagogos e técnicos do MEC. A novidade do método é sugerir que,
ainda no processo de alfabetizagao, seja aplicada as criangas uma série de
exercicios capazes de ajudar o desenvolvimento do raciocinio matematico.

Tradicionalmente, o ensino da matematica exige das criangas sobre-
tudo a memorizagéo, desgastando-a com problemas enfadonhos. No méto-
do desenvolvido pelos pesquisadores da UFPE a fundamentacgao foi obtida
através da obra do pensador Jean Piaget, para quem a inteligéncia se de-
senvolve de forma anéaloga a estrutura da matematica, permitindo que a
crianga se habilite desde muito cedo a realizar operagdes aritméticas (so-
mas, subtragoes), de ordenamento (maior, grande, menor) e topolégicas
(dentro, fora, perto), antes mesmo de aprender a ler e escrever.

— Os exercicios que elaboramos funcionam, assim, como estimulo ao
desenvolvimento dessa capacidade. Depois disso, nunca mais a pessoa vai
ter aquele medo doentio da disciplina e pode, com toda tranquilidade,
aprender seus elementos — assegura o professor Jodo Barbosa de Oliveira,
coordenador do grupo que desenvolveu a pesquisa.

Como funciona

A cartilha que aplica o método foi editada em dois volumes e consta, ba-
sicamente, de exercicios através dos quais o professor ajuda a crianga a
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pensar os conceitos matematicos. Nela, praticamente nao ha palavras. As
paginas estao cobertas por exercicios que permitem a classificagéo de ob-
jetos e figuras, de acordo com categorias aritméticas de ordem ou topolo-
gicas. Um dos primeiros exercicios ensina, por exemplo, o conceito de
grande e pequeno. Antes, porém, de deter-se no exame da cartilha, o aluno
é convidado pela professora — ou professor — a fazer essas relagbes no
préprio ambiente da aula. Os exercicios seguintes sado cada vez mais com-
plexos, até chegar ac ponto em que as criangas estarao prontas a trabalhar
com os simbolos — os algarismos relacionados com objetos. Eles chegam
a fazer sua propria tabuada, limitada ao niimero cinco na primeira fase e
indo até 10, na segunda.

— Oimportante é que o aluno néo precisa decorar nada. Mesmo os cél-
culos néo precisam ser tao grandes. Até porque, hoje em dia, existem as
maquinas para fazer isso. O que é preciso é pensar — afirma, por suavez, a
professora Rosdaria de Pompéia Bezerra Ramos, outraintegrante do grupo.

A cartilha, que é elogiada por educadores como Ubirata D’Ambrésio, da
Universidade de Campinas, Sao Paulo, evita sofrimentos como aquele pelo
qual o professor Jodo Barbosa viu seu préprio filho menor, Nicolas, passar:

— Um dia ele chegou em casa desesperado porque ia ter de escrever de
um a 100 em algarismos romanos. Uma tarefa de casa absurda, por ndo
acrescentar nada — lembra ele.

O livro enfrenta de cara, entretanto, uma dificuldade: é descartavel —a
crianga risca as paginas, durante as aulas — e por isso vai de encontro a
nova orientagdo do Ministério da Educagao em relagdo ao livro didético,
que exige ser perene. Os idealizadores garantem, no entanto, que as vanta-
gens que o livro apresenta sao fortes demais para nao serem levadas em
conta.

Eles estdo convencidos de que sua aplicagéo ajuda, até, na propria alfa-
betizacao da criancga.

— Os conceitos mateméticos estdo presentes em todo o processo de
aprendizado. Quando uma crianca aprende divisdo silébica, formagéo de
novas palavras com as silabas obtidas e de frases com essas palavras, esta
utilizando o raciocinio matematico — afirma Joao Barbosa, que entende ser
possfvel uma inversao das atuais prioridades, passando o aprendizado ma-
temético a ser feito antes mesmo da alfabetizacéo.

A pesquisa que permitiu o desenvolvimento da cartilha foi financiada
pelo MEC através do Fundo Nacional de Desenvolvimento Escolar — FNDE
— e da Secretaria de Ensino Superior, e vem sendo renovada anualmente,
desde 1983, apés inspegéo feita por supervisores do Ministério. Foi esse
convénio que permitiu a edigdo dos 1.300 exemplares iniciais da cartilha —
incluindo o Manual do Professor — aprovada por um grupo de 120 educa-
doras vinculadas a rede estadual e a escolas particulares. Agora, os pesqui-
'sadores estdo aguardando a liberagao de mais recursos para a edicdo de 10
mil novas cartilhas, para ampliar a difusdo do método.

— No momento isso é impossivel apesar de haver muito interesse —
informa o professor Joao Barbosa.

Atualmente, sdo alfabetizadas pelo método 400 criangas na faixa dos 6
aos 7 anos, martriculadas em escolas publicas. Além disso, 1.350 normalis-
tas do Instituto de Educagéo de Pernambuco e 140 estudantes do curso de
Pedagogia da UFPE recebem instrugdes sobre a sua aplicagéo.
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ALFABETIZAGAO MATEMATICA JA E ADOTADA NO RECIFE

Diario de Pernambuco-8/3/87
Fernanda d’'Oljveira

Alfabetizar uma crianga, hoje em dia, esté além do ensinar a ler e escre-
ver. Inclui, ainda, o aprendizado pela compreenséo da prépria Matemaética.
E o que nos afirma o professor Jodo Barbosa de Oliveira, do Cecine — Co-
ordenadoria do Ensino de Ciéncias do Nordeste, da Universidade Federal
de Pernambuco, criador, juntamente com um grupo de professores, do mé-
todo "Alfabetizacao Matematica', adotado, ha alguns anos, em trés esco-
las, ligadas ao |IEP — Instituto de Educagéo de Pernambuco.

Ele ressalta que uma crianga estd alfabetizada em matemaética,
quando ela assimila os conceitos bésicos da estrutura topolégica, estrutura
de ordem e estrutura de classe. Na estrutura topol6gica, onde esté incluida
também a Geometria, sao estudados os conceitos da posi¢do em que 0s ob-
jetos e a crianga ocupam no espago. Nogdes de vizinhaga, dentro, fora,
fronteira, entre outros. No que se refere 8 Geometria, sdo estudadas aforma
das figuras planas e espaciais.

Na estrutura de classe ou algébrica sio estudados todos os conceitos
relacionados &s nogdes de agrupar, reunir, separar, isto &, a nogéo de con-
junto e, conseqlientemente, as operagdes de adigdo, subtragao, multiplica-
¢éo e divisao, no que se refere a situagoes especificas, Na estrutura de or-
dem sao desenvolvidos os conceitos de juntar, separar, tempo maior, me-
nor, grosso, fino, alto, baixo, ordenagéo, numeragao, etc. 'Para nés, — ex-
clarece o professor Barbosa — as criangas que recitam os numerais deve-
rao, mais adiante, ter problemas em sua formagao matemaética, porque elas
passam da simbolizacéo, que sa@o os niimeros, para a automacao, sem an-
tes virem de uma agao, passando pela compreensao, para em seguida sim-
bolizarem e, com o tempo, automatizarem''.

IDEIA

Foram trés os motivos que levaram o professor Jodo Barbosa a idealizar

o projeto. O primeiro, pelos trabalhos escolares que seu filho trazia como
""dever de casa' e pela angustia que o professor percebia quando seu filho
ia fazer. Na maioria das vezes era escrever numerais até um certo valor ou

. efetuar “contas" sem sentido. "Esta situagéo, quando se faz uma anélise,
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traz uma desorganizagao na cabeca da crianga, criando o que os psicélq—
gos chamam de “Metafobia" (ter medo da matematica), o que impede mui-
tas pessoas de aprenderem qualquer coisa que reconhegam como matema-
tica. E este é o segundo motivo™.

O terceiro motivo é que o proprio processo de aprender a ler envolve
uma série de conhecimentos de conceitos matematicos, tais como: A —
Tomamos uma palavra geradora e fazemos uma partigao. B — Faz-se uma
reorganizacdo em estruturas novas (novas palavras). C — A partir de um
conjunto disperso de palavras ja obtidas formam-se frases. Todo este pro-
cesso esté envolvendo conceitos de dividir, reunir, etc, além de conceitos
até mais complexos, como o de permutagéo, ou seja: TcomA =TA; Tcom E
—TE, ou mesmo o conceito de tdbua de dupla entrada. "'Estas s&o implica-
gbes mateméticas — explica o professor Jodo Barbosa — e que indepen-
dem do método usado na alfabetizagao que se vai utilizar. O processo de lei-
tura necessita de certas condigdes mentais (matemaéticas) para abarcar
toda essa complexidade, que é o aprender a ler".

Em pesquisas realizadas ficou evidenciado que a grande maioria das
cartilhas apresentam estimuios novos em ligdes, de forma nao cumulativa,
sem respeitar uma ordem crescente de dificuldades, além do nimero de
atividades propostas nas cartilhas ser limitado e freglientemente inade-
quado. Este fato acontece, principalmente, na alfabetizagdo matematica.
Outro ponto a ser salientado pelo professor Barbosa é a falta completa de
instrucoes que especifiquem ao professor, procedimentos para a apresen-
tagao dos novos estimulos, exemplo de atividades de fixagao da aprendiza-
gem e opgdes para a avaliagao.

A nossa proposta — diz ele — & uma tentativa de resolver parte dos
problemas analisados. Paraisso foi elaborada uma cartitha para aifabetiza-
gao matematica, com pequenos passos através de fichas de trabalho.
Acompanha essa cartilha um guia para o professor, com orientagdo meto-
dolégica para cada ficha, dando oportunidade ao professor de criar novas
atividades. Este material foi aprovado pelo Ministério da Educa-
¢ao/Secretaria de Ensino Superior e Secretaria de Educagéao de Pernam-
buco, em 1983".

Atualmente, com o apoio da Secretaria de Educagao de Pernambuco,
vem sendo aplicado no |IEP, nas suas seguintes escolas: Jardim da Infancia
Ana Rosa Falcéo de Carvalho (160 alunos); Cdnego Rochael de Medeiros
(280 alunos de alfabetizagao); Sylvio Rabelo (1.300 alunos da curso de Ma-
gistério, 2.° grau), além de 20 professores e supervisores destas escolas. O
trabalho foi iniciado em 1985, sendo solicitada sua continuidade no ano
passado. Para 1987, este mesmo nimero de alunos seré atendido.
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METODOLOGIA

A coordenacgao do projeto, atualmente, est4 a cargo de Rosaria de Pom-
péia Bezerra Ramos, também professora de Metodologia da Matematica,
do curso de Pedagogia da UFPE. Segundo ela, os professores destas esco-
las em que a Alfabetizacdo Matematica foi aplicada participaram de cursos
de treinamento e receberam acompanhamento pedagdgico feito por ela
prépria no ano passado, método que serd repetido esse ano. Esta cartilha é
também trabalhada na disciplina que ela leciona na UFPE. ""Porém, pelo pe-
riodo de tempo disponivel oferecido pela Cadeira, somente parte da carti-
lha é trabalhada. Mas a validade do trabalho, a meu ver, evidencia-se pelo
entusiasmo apresentado pelos alunos, que estdo sempre solicitando cur-
sos no periodo de recesso escolar, bem como a compra do material’'.

O professor Joao Barbosa de Oliveira salienta que o método apresenta
algumas dificuldades mas, a principal delas é a falta de material de aprendi-
zado e reciclagem de professores. “Porém, com o dinheiro do Ministério da
Educagédo e SESU, que deveremos receber no més de julho, iremos editar
10.000 volumes da | e Il parte da Alfabetizagao Matematica''. Indagado so-
bre a eficacia do método na diminuigao das dificuldades do aprendizado da
matematica, ele responde que “onde o método foi aplicado, ele diminuiu
consideravelmente essas dificuldades. Constatamos dois fatos: a propria
professora afirma que agora gosta de ensinar matematica e o aluno gosta
de aprender. Uma opinido pessoal minha é que o que vale na matematica,
hoje, é a aquisigao dos conceitos em termos de desenvolvimento do racio-
cinio porque, para fazer contas, as calculadoras j& existem. Nao é que se
deixe de fazer continhas. Mas ndo com a énfase como séo ensinadas’’.
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JOGO MATEMATICO

Anna Averbuck
Franca Cohen Gottlieb

Apresentamos neste artigo um jogo que foi proposto na revista italiana
Domenica Quiz (Ed. Rizzoli) de 13/2/86. Fizemos a tradugao do problema e
em seguida algumas consideragoes sobre sua resolugao.

"'Uma Bissecgao Simétrica

Estamos propondo um problema de bissecgao simétrica que vai fazer
com que vocé quebre sua cabeca & procura das mais diferentes solugoes.

Considere o quadrado cujo lado mede trés uni-

dades, sem o quadrado central.

Queremos corta-lo ao longo das linhas que o
subdividem, de modo a obter duas figuras de mes-

ma forma e mesma area.

.

Vocé pode facilmente constatar que os cortes sao obrigatoriamente os
dois assinalados, a menos de rotagoes do quadrado em torno de seu centro.

Considere agora o guadrado com
cinco unidades de lado, também sem o
quadrado central. Queremos corté-lo,
como o outro, de modo a obter duas figu-
ras de mesma forma e drea. A figura mos-
tra uma maneira de se obter a bissecgao
desejada. Mas ela ndo & a unica. Existem
outras quatorze. O problema consiste em
encontréa-las. Para representar uma bis-
secgao usaremos a notacéo pela nume-
ragao dos vértices. Por exemplo, a bis-
secgéo da figura serd representada por:

1—3—7—10-—-09.

1

2

;-
o
(=2}

-
(e2]
(=]
—
o

R
il

0 5074 |

o
&

I

solugéo 1:



Preste bem atengéo para ndo considerar como diferentes as solugdes
que podem ser obtidas uma das outras por meio de convenientes rotagoes
do quadrado em torno do seu centro.”

Solugdo do problema

E evidente que com paciéncia e perseveranga pode-se chegar a encon-
trar as outras quatorze solugoes de maneira aleatéria e sem metodo de tra-
balho.

Nosso intuito é indicar um caminho formal para conseguir encontrar to-
das as solugdes. Estabelecido esse caminho, deixamos aos colegas os pro-
blemas de verificar quantas solugdes hé para quadrados de sete unidades
de lado ou de nove unidades.

No problema proposto observamos que o mesmo s6 tem sentido se
usarmos quadrados que tenham por lado um nimero impar de unidades.
Isto acontece devido a condigao de exclusao do quadrado central.

No caso do quadrado de cinco unidades de lado, resolvemos o pro-
blema em duas etapas:

1.2 otapa: Procuremos todas as bissecgdes com origem novértice 1(1').

Partindo dele, vamos ao vértice 3 (3'). Dai, seguimos para baixo (pa-
ra cima) ou para a direita ou para a esquerda, até o proximo vértice. Al,
novamente temos as opgoes: para 1
baixo (para cima), para a direita ou :
para a esquerda, e vamos repetindo 7
o processo até que a poligonal en- 1314 15
contre um dos vértices do quadrado /
central. 7 g 0
Observagao: Devemos ter o cuidado
de fazer simultaneamente os dois
“caminhos’ simétricos, para que os “7 407 7
mesmos néo se interceptem (Na so- //@/ 7
lugao 1:1—3—7—8e1'—3'—7" /16
— 8). v 7
Além disso, ndo podemos tocar as s // = le
bordas. Isto ""quebraria’ a figura.

Assim, partindo do vértice 1 temos ainda as solugdes:
2) 1--_:}-7—10—9 1 2 3)1—3—-7—10—-6—5—9
% 172 7 |
14 5 3 6
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2.2 etapa: Procuremos as bissecgoes partindo do vértice 2 (com procedi-
mento analogo ao da 1.2 etapa).

1 2

1 2 - /I _Z
e s e i s ////,/"f
2?, g 19 40 :/j/‘&(,/9 e g=n
EEVENZ7E TeErZ /N

0,9;?_?_/% ; , =
=52 | ZzZ N

z 1
92—4—8 10)2—4—5—9 1)2—4—5—-6—10—9

12) 2—4—3—T7—8
18 24— —7—10—19
14)'3 —4 -3 -7 —10—06—5—9

Qualquer outra solugao seria uma das quatorze anteriores a menos de rota-
¢oes do quadrado em torno de seu centro.

Variagoes sobre o problema:

O que devemos fazer se queremos que o lado tenha por medida um nd-
mero par de unidades?

Evidentemente a medida 2 para o lado ndo serve, pois nao podemos tirar
nenhum quadrado no meio.

Experimentemos com o quadrado medindo 4 unidades.

Precisamos neste caso tirar, no meio, um quadrado com duas unidades
de lado, e depois numerar os vértices como se vé na figura ao lado. As duas
Unicas solugdes possiveis, a menos de rotagbes do quadrado em torno do
seu centro, sao:

2 4
3 4
/ < 4 = -_2 { f
S y 5
idi_ & Zin
'F e =~ ;’/ %s
= ? e
B 7 2
solugdo 1 — 4 solugédo 2 — 3
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Consideremos o quadrado cujo lado mede seis unidades, e tiremos o
quadrado 2 x 2 no meio. Vejamos a numeracao necessaria:

A sc:lugéo é obtida saindo ? 2 1

do 1, para baixo. Esta so- /

lucdo é anotada: //I / § [/ =—Heg
1—86—11. /] ] / A

i 7/da
il
///7/7//4‘ 5 |9

Deixemos aos colegas a diversao de resolver o problema. S¢ adianta-
mos que ha 29 solugdes ao todo.




PESQUISA EM ENSINO DE MATEMATICA
Douglas A. Grouws
Universidade de Missouri — Columbia

Tradugao de Radiwal A. Pereira

O professor é componente importante no ensino de Matematica nas es-
colas e, provavelmente, também tem efeito duradouro sobre comoeoqueo
estudante aprende de Matematica, ap6s seus estudos escolares. Apesar
desse importante papel, o reconhecimento da relevancia da pesquisa no
ensino tem sido muito lento. E facil fazer essa verificagao em face do pe-
queno nimero de pesquisas nessa area, se comparado com o nimero de
trabalhos em aprendizagem e questdes curriculares. Entretanto, é alenta-
dor verificar que o interesse geral pela pesquisa em ensino esté em fase de
crescimento.

Neste artigo, gostaria de rever rapidamente o que ha de pesquisas em
ensino, focalizando o progresso que tem sido feito na conceituagao do que
se entende por professor eficiente, comentar a atual metodologia de pes-
quisa, resumir alguns resultados de ensino ‘‘process-product’ que tenham
aplicagoes em sala-de-aula e sugerir direcionamento e refinamento para a
pesquisa futura, usando essa metodologia.

Revisao Historica

No meu ponto de vista, o desenvolvimento da pesquisa em ensino tem-
se revelado com uma tendéncia significativamente progressista. A concei-
tuagéao do que se entende por professor eficiente tem variado em diversas e
sucessivas etapas. Os primeiros estudos focalizaram as caracteristicas do
professor que estivessem relacionadas com o desempenho dos alunos. A
atengao esteve toda voltada para variagdes individuais, tais como inteli-
géncia do professor, anos de sua experiéncia de ensino, seu conhecimento
de Matemaética, sua atividade profissional, sua personalidade, etc. Depois
de alguns anos de trabalho e muita pesquisa, ficou claro que nao era possi-
vel encontrar uma relagéo forte entre essas varidveis e a medida do de-
sempenho dos alunos.

A pesquisa entdo deslocou-se de modo a considerar professor eficiente
como aquele capaz de iImplementar métodos eficientes usados. Esses es-
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tudos experimentais comparavam turmas ensinadas por um método, com
turmas que usavam outro método. As dificuldades metodolégicas mais
comuns incluiam tratamentos mal definidos, fracasso na observagio e na
medida das diferengas na implementacao do tratamento, uso de medidas
de desempenho pouco sensivels & o uso de aluno em vez da turma como
unidade de anadlise (dessa maneira, os efeitos devidos aos métodos foram
contundidos com as diferengas existentes entre os professores). Ainterpre-
tagcao dos resultados era também dificil por causa dos métodos, tais como
“aprendizagem pela descoberta', por falta de uma definigdo comum para
as pesquisas e porque os tratamentos comparavam resuitados, que muitas
vezes diferiam em tantas dimensdes, que nao se podia determinar rela-
goes de causa e efeito entre as varidveis. Em geral, os resultados eram fre-
qtentemente inconclusivos e algumas vezes contraditérios.

A popularidade dos estudos desses métodos declinou quando a aten-
¢éo da comunidade comegou a se deslocar, na década 1950-1960, dos re-
sultados cognitivos para os afetivos. O clima da sala-de-aula e a atitude do
aluno tornaram-se as palavras-chaves. Com essa mudanca de diregao, os
pesquisadores passaram a preocupar-se com o comportamento do profes-
sor. Numerosos esquemas de controle foram desenvolvidos e entdo os
pesquisadores comegaram a focalizar a ligag&o entre ¢ comportamento do
professor e a aprendizagem do aluno, o chamado estudo “process-pro-
duct”, que visa a relacionar atos de ensino com reagéo do aluno, comegou a
ganhar popularidade. Inicialmente, o trabalho “'process-product’’ focalizou
reagoes afetivas dos alunos e acabou misturando resultados. Os estudos
entre tamanho da exposigao do professor e imprecisao, feitos por Flanders
e outros, sdo tipicos desse trabalho, cujos resultados e limitagdes sdo muito
bem conhecidos. O ponto relevante, no entanto, é que os pesquisadores
haviam comegado a focalizar o que o professor faz, em oposigao ao que o
professor €. Como sera visto mais tarde, isto forneceu alguns importantes
resultados que tiveram conseqléncia em sala-de-aula.

De certa maneira, a pesquisa em ensino atingiu o seu panto mais baixo
durante a década 1960-1970, quando a atengao foi desviada do ensino para
os curriculos, por imposicao dos governos centrais. A principal preocupa-
¢ao dos projetos era o conteudo de Matematica. A organizagéo do con-
telido era determinada pela estrutura da Matematica e sua apresentagéao
era feita com terminologia precisa. Em suma, os projetos estavam mais in-
teressados com o que ensinar e rapidamente provavam que o ensinado era
aprendido, mas silenciavam sobre a eficiéncia do professor. Talvez a im-
propriedade desses projetos curriculares em desenvolver materiais para
testar os professores e as restricoes as tentativas de extrapolar pesquisa de
laboratério para sala-de-aula, tenham despertado novamente o interesse
pela pesquisa em ensino ja anteriormente mencionada.

Em resumo, o que era considerado um professor eficiente na cabega
dos pesquisadores evoluiu nos seguintes estagios (Medley, 1979): possui-
dor de certas caracteristicas, utilizador de métodos particulares, deflagra-
dor do clima da sala-de-aula, dominador de repertério de conhecimentos e
qualificado tomador de decisdes no uso e aplicagao dos conhecimentos
adquiridos.

Metodologia de Pesquisa Atual

Duas metodologias de pesquisa sao hoje responséaveis pelos recentes
avangos no nosso conhecimento de ensino de Matemaética. A primeira en-
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volve estudos etnogréficos, o que pode ser considerado um tipo especial do
estudo de casos, onde, como Bellack (1978) observa, o pesquisador tenta
obter compreensao do ensino, do ponto de vista de professores e alunos,
por meio de descrigao do fluxo de eventos em sala-de-aula, como percebi-
dos e interpretados pelos participantes. De um trabalho de Roberg e Car-
penter, ainda no prelo, salientamos: "0 que é comum nesses estudos € a
preocupagao com a intencionalidade e com a interpretagéo (ou sentido)
subjetiva do agente na compreensdo do mundo social."”

A segunda metodologia envolve estudos “Process-product’, que pro-
curam compreensao do ensino através da ligagao entre comportamentos
de ensino e desejadas reagdes dos alunos. Os comportamentos a estudar
séo previamente identificados, considerando a teoria do ensino e a existén-
cia de modelos de ensino, assim como pesquisa anterior nessas areas. Se-
gue observagdes freqlientes e sistematicas, num grande nimero de salas-
de-aula, usando esquemas estereotipados, previamente preparados. Fi-
nalmente, o pesquisador procura correlagao entre os dados do comporta-
mento de ensino e das medidas do desempenho do aluno, levando-se em
conta a diferencga inicial existente.

Ambos os estudos, etnogréfico e ''process-product”, tém auxiliado a
aumentar a nossa compreenséao do ensino e dos seus efeitos. O estudo et-
nogréfico, com seu estudo em profundidade de um professor, ou de uns
poucos deles, fornece uma Gtil visualizagao do processo de tomada de de-
cisdo, ja mencionado anteriormente. Resultados interessantes tém sido
encontrados, como por exemplo, de que maneira o sistema de crenca do
professor na natureza da Matematica e a importancia da disciplina de
classe influem na atividade didatica. A proporcdo que os estudos
“Process-product’’ tédm sido refinados e melhorados, tém também eles
dado importante contribuigao ao ensino. Refinamentos e sua contribuigcao
ao ensino serao discutidos nos paragrafos seguintes.

Refinamentos na metodologia ‘“‘process-product”

Um certo numero de refinamentos no acompanhamento dos estudos
“Process-product” tém evoluido. Os cinco que se seguem melhoraram
grandemente este tipo de pesquisa:

Primeiro é o controle de situagao em sala-de-aula. Se, além do ensino,
diferentes condigdes existem em uma e outra turma, o desempenho dos
alunos pode variar e, assim, havera dificuldade para descobrir relagées en-
tre comportamento do professor e reacéo do aluno. Os pesquisadores tém,
cada vez mais, levado em conta esse controle e, geraimente, escolhem tur-
mas que tenham, no minimo, mesmo nivel escolar, e que estejam estu-
dando o mesmo programa de Matematica e com o mesmo livro-texto. Cons-
tante preocupacao com esta situagao deve continuar.

A segunda melhoria é 0 uso de maior niUmero de observagoes de cada
professor. Isto é especialmente importante no estudo de comportamentos
pouco freglientes, ou que s6 ocorrem em situagoes especials (por exemplo,
nos exames e nas revisoes).

O terceiro refinamento é o uso de multiplas medidas de aproveitamento
do aluno. No comego. nos EE.UU. em particular, os testes padronizados de
desempenho eram normalmente usados para avaliar o conhecimento dos
alunos. Apesar de muitas escolas ainda considerarem como apropriada a
aplicagao desses testes para medida da consecugao dos seus objetivos, 0s
pesquisadores estdo agora aumentando a busca pela correlagéo entre
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comportamento do professor e reagao do aluno, dando especial atengao
aos testes de contelido, as medidas de afetividade e aos niveis de aprendi-
zagem de Matematica. Temos esperanga de que, no futuro, sejam empre-
gados instrumentos para medir habilidades especificas como, por exem-
plo, resolugéo de problemas.

Finalmente, os Ultimos refinamentos, isto &, 0 quarto e o quinto, estao
nos estudos que dao especial atengao em distinguir o professor mais efi-
ciente dos menos eficientes. No inicio esses estudos selecionavam os pro-
fessores & base de avaliagao feita pelos diretores da escola ou por outros
“especialistas'’, sem levar em conta medidas objetivas do desempenho dos
seus alunos. Um importante passo adiante ocorreu quando os pesquisado-
res comegaram a fazer a selegéo dos professores através de medidas dire-
tas do desempenho dos alunos. Um outro passo adiante foi o exame do im-
pacto nos estudantes pela permanéncia do mesmo professor na turma, de
um ano escolar para o seguinte. Ha& agora estudos para examinar as prati-
cas de ensino de professores cujos estudantes tiveram desempenho supe-
rior ao esperado durante um determinado perfodo (ver, por exemplo, Good
e Grouws).

Resultados dos estudos “process-product”

Um grande nimero de estudos "‘process-product” tém sido feitos. Gos-
taria de dar especial atengao a trés deles, em Matematica. Um, realizado por
Good e Grouws (1977), envolviam a observagéo de 41 professores de turmas
de 4.7 série. Cada um deles foi observado 6 ou 7 vezes, quando ensinavam
Matemética, tendo sido medido o desempenho dos seus alunos, usando-se
um teste padronizado de desempenho. Estudo semelhante de professores
de Matemética das primeiras séries do 1.° grau foi realizado por Everison,
Emmer e Brophy (1980). O terceiro estudo foi feito, com turmas de Algebra
de 9.8 série, por Smith (1977).

No estudo de turmas de 4.2 série, a melhoria de desempenho dos alunos,
ao que foi achado, esteve associada a: (1) clareza geral da instrugéo; (2) ta-
refas focalizadas no meio ambiente; (3) ambiente de ensino nao-avaliativo e
relativamente frouxo; (4) expectativa de desempenho superior (mais tarefa
de casa, maior rapidez de aprendizagem); (5) poucos problemas de disci-
ciplina; (6) turma considerada como uma unidade. Os professores que obti-
veram bons resultados eram muito ativos, enfatizavam o sentido dos con-
ceitos de Matematica e aplicavam sistematicamente processos de reviséo
na sua atividade didatica.

No estudo de professores das primeiras séries do 1.° grau, obtiveram
bons resultados aqueles que: (1) gastaram mais tempo em apresentagao de
contetido e discussao e menos tempo em trabalho individual passivo; (2) ti-
veram expectativa otimista de seus alunos (passaram deveres de casa mais
freqiientemente, preocuparam-se com seu desempenho académico e de-
ram orientagao académica com mais freqiiéncia); (3) tiveram habilidade de
condugédo mais forte (comportamento impréprio minimo, transigoes mais
eficientes e mais atencao dos alunos).

Como j4 assinalava antes (Grouws, 1980), muitas relagbes importantes
existem entre os dois estudos citados e também entre eles e pesquisas an-
teriores. A conclusio sobre ovalor do tempo gasto na apresentacao de con-
tetido, por exemplo, coincide muito proximamente com os resultados de
grande numero de estudos experimentais em Matematica (por exemplo,

chuster e Pijge, 1965; Chipp e Deer, 1960; Zahns, 1966 e Dubriel, 1977). Es-
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