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APRESENTACAO

Regina Monken

A Matemdtica do século XX pode ser caracterizada pela énfase as
nogoes de estrutura e axiomatizagdo, O prof, Pitombeira nos conta
um pouco da histéria da estruturacdo da Matemadatica. Destaca as
idéias fundamentais do movimento que se chamou de “Matemética
Moderna”, segundo ele uma das for¢as propuisoras de tantas refor-
mas ocorridas nas décadas de 50 e 60 e 0 maior experimento j& feito
em Educagdo Matemética.

Seu artigo é leitura obrigatéria para quem se interesse pelo ensino
da Matematica.

Como apéndice o prof. Pitombeira acrescenta o exame que Dieu-
donné fez sobre:
® os conhecimentos que os professores de Escolas de Engenharia

gostariam que os estudantes dominassem ao final da Escola Se-

cundéria;

@ o tipo de aluno que eles realmente recebem;

® como seria possivel melhorar a situacdo existente, incluindo aqui
uma sugestéo de currfculo por faixas etérias.

O prof, Radiwal traduziu para nds a aula inaugural de Junho/81 do
Instituto de Educag8@o da Universidade de Londres, dada pela prof?
Célia Hoyles, sobre Cultura e Computadores nas Aulas de Mateméti-
ca. Nessa aula a Prof® destacou desafios que se apresentam A Edu-
cagao Matemadtica e mostrou como os computadores, principalmente
a linguagem LOGO, podem auxiliar e se constituir num caminho para
a pesquisa em educagdo matemética.

Preocupados com os altos Indices de reprovagdo na 12 série do 22
grau do Col. Pedro Il/Centro, um grupo de professores vem realizando
desde 1985 um trabalho de atendimento a alunos repetentes dessa
série. O desenvolvimento desse projeto foi apresentado aos sécios do
GEPEM na palestra mensal de 24/11/87. Ao publicar uma descrigéo
do trabalho esperamos mais uma vez atender aos sécios que nem
sempre podem comparecer as reunibes, julgando estar contribuindo
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com um exemplo que pode ser incentivo para outras iniciativas no
atendimento a alunos com dificuldades na aprendizagem.

As prof@S Katia Regina e M* Antonieta, da rede estadual do RJ e
auxiliares de pesquisa da UFF nos resumem as conclusfes de sua
pesquisa sobre o LIVRO DIDATICO, feita para o INEP em 85, onde
analisam os livros de Matemética de 12 a 42 série do 1° grau com-
prados pela Fundagdo de Assistiéncia ao Estudante (FAE) em 1985
para distribuicdo em todo o territério nacional em 1986,

Iniciamos ainda, neste nimero, a j)ubllcaan das provas das Olim-
pladas Estaduais de Matemética (RJ) a partir da 12 fase/87. Prome-
temos para os préximos nimeros a continuagéo.



AS IDEIAS FUNDAMENTAIS DA MATEMATICA MODERNA

Jodo Pitombeira de Carvalho
Departamento de Matematica
Pontificia Universidade Catdlica
Rio de Janeiro-RJ

"H& muitos indfcios claros de que estamos as vésperas de mu-
dancas importantes, até mesmo radicais, em um curriculo de ma-
temdtica gue permaneceu relativamente estdvel durante muito
tempo. Em verdade, este semindrio foi organizado devido & convic-
¢80 de gque estas mudancas sdo essenciais para 0 progresso, e que
elas devem ser discutidas com imaginacdo e discernimento antes
de serem postas em prética.” (Discurso de abertura de Marshall H.
Stone no Seminério Royaumont, de 23 de novembro a 4 de dezem-
bro de 1959).

“...N@o posso deixar de demonstrar um certo pessimismo sobre
0s resultados dos movimentos de renovagéo curricular e de reforma
educacional das décadas de 60 e 70... Suspeito que provavelmente
os resultados da experiéncia internacional com o movimento de re-
forma matemdtica... seja semelhante & americana, e que hd muito
0 que aprender das respostas ao impulso de Royaumont e que tem
significacdo para polfiticas educacionais em geral.” (Resenha feita
por lan Westbury dos Anais da Conferéncia Internacional sobre Mu-
dan¢a e Estabilidade no Currfculo de Matematica, Osnabruck, de 7
a 11 de janeiro de 1980).

No infcio dos anos 50 praticamente todos concordavam que o ensi-
no de matemdtica havia fracassado. Mesmo nas nag¢des mais ricas e
desenvolvidas, a maioria dos alunos chegava ao fim de seus estudos
secundarios com péssimas notas em matemaética e, o que é pior, sem
quase nada saber dela, Os que ingressavam na universidade demons-
travam total falta de preparo para o contacto com a matemaética al
ensinada e suas aplicagbes. Esta situagdo era particularmente séria
nos Estados Unidos, onde a tradigdo educacional permite grande li-
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berdade ao estudante na escolha de que disciplinas estudar na es-
cola secundéria, com o resultado de que relativamente poucos alunos
obtinham boa preparacdo em matematica. A situacdo em palses como
a Franga e a Inglaterra, com sistemas educacionais mais tradicionais
ndo era tdo mé, mas havia queixas generalizadas sobre o currfculo e
o desempenho dos estudantes (2).

Logo no infcio da década comegaram os trabalhos para modificar o
ensino de matemaética na escola secundéria (3). Principaimente nos
Estados Unidos, onde a descentralizagdo do sistema escolar facilita
experiéncias, os movimentos de reforma tomaram grande impulso, se
estruturando em geral sob a forma de “projetos”, modelo pedido em-
prestado & inddstria e & pesquisa operacional. Em princlpio, cada
projeto deveria passar por trés fases: pesquisa, desenvolvimento, di-
fuséo ou disseminagéo (4).

Os movimentos de reforma se multiplicaram; como diz Howson (5):

“Durante as décadas de 60 e 70, quase todos os palses (talvez
todos) tentaram reformar radicalmente o currfculo da matemética
escolar, Este movimento de reforma pode com raz&o ser conside-
rado como o maior experimento jamais feito em educagdo matemé-
tica. Naturalmente, ndo foi [um experimento] conduzido ao longo
de linhas de pesquisa cldssica: em geral ndo havia grupos de con-
trole, as hip6teses eram frequentemente implicitas, e a avaliagéo,
quando feita, era conduzida de maneira improvisada, Nos meados
da década de 70, a fase de desenvolvimento de curriculos terminou
quase tdo rapidamente como tinha comegado”.

A pressdo mais forte e imediata para reformar o currfculo de ma-
temética da escola secundédria e primdria partiu em primeiro lugar da
universidade. Dieudonné, na conferéncia que anexamos a este traba-
Iho (6) deixa bem claro que sua preocupagéo é com a preparagio ma-
temédtica dos jovens que chegam & universidade. Kline(7) lembra o
grande temor inspirado nos americanos pelo langamento do satélite
artificial soviético Sputnik, em 1957, que chamou a aten¢do para o
despreparo cientlfico e tecnolégico americano.

Assim, a motivacdo inicial do movimento da matemética moder-
na(8) era a preparacéo pré-universitdria dos jovens estudantes. Dieu-
donné, na conferéncia j4 citada, afirma ndo ter muito a sugerir sobre
o que fazer com as criangas antes dos 14 anos, pois concorda com a
orientagdo geral do ensino até esta idade. Howson diz(9):

"..No entanto, a maior parte das tentativas no infcio dos anos
50 para modernizar os cursos introdutérios na universidade e para
enriquecé-los com matemética mais exigente eram frustradas pelo
baixo nivel de compreenséo e de conhecimentos matematicos mos-
trados pelos estudantes que tinham conclufdo a escola secundéria.
Parecia essencial que os esforgos para melhorar aquele nivel ti-
nham que principiar nas escolas. O currfculo de matemética nas
escolas secundérias e posteriormente das escolas primdrias tor-
nou-sé um assunto preocupante para os matemdticos université-
rios. O resultado desta preocupacé@o foi uma onda de reformas na
matemdatica secundéria muito mais abrangente e fundamental do
que tinha sido inicialmente cogitado. Pols as mudancas planejadas
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originalmente nédo tinham sido tdo grandes, o que explica a ausén-
cia de qualquer levantamento ou andlise ampla das préticas peda-
gbgicas existentes. As corregbes a serem efetuadas eram sim-
plesmente aquelas que se manifestavam aos matemaéticos universi-
tdrios como fraquezas ébvias do sistema escolar naquela época.
Os problemas de método de ensino foram amplamente ignorados:
em verdade, a &nfase anterior sobre a metodologia era considerada
por muitos como causadora do desprezo pelo conteddo.

O inlcio da reforma foi portanto um perfodo caracterizado por
grande otimismo e confianga de que o problema poderia ser resol-
vido rapidamene e sem recursos complicados. Era um problema
que os matematicos achavam ter condi¢des de resolver sozinhos."

QOu ainda:

“... (0 movimento da matemética moderna) encarava a reforma
do currfculo de matemética emr termos de uma renovagdo de con-
teddo... e ndo questionava a prética pedagégica existente"(10).

E claro, todavia, que um movimento amplo e profundo de reformas
curriculares, como aconteceu nas décadas de 50 e 60, ndo pode ter
uma Unica causa nem uma Unica orientagdo. Ocupar-nos-emos de al-
gumas linhas dominantes de influéncia. Nossa exposig¢do privilegiard
as reformas introduzidas inicialmente na escola secundéria, para uma
melhor preparac@o dos universitérios, técnicos e profissionais de vé-
rjas dreas, e que aos poucos desceram até a escola de primeiro grau.
E o que Howson caracteriza como as reformas inspiradas na “mate-
mdtica moderna”, centradas no contelido. Outras reformas, inspiradas
na linha estruturalista, deram atenc@o a vérios outros aspectos, prin-
cipalmente na escola priméria(11),

Quais as idéias por trds do movimento que se chamou de “"mate-
mética moderna” e que foi uma das forgas propulsoras para tantas re-
formas? Por qué esse movimento deu énfase a certos tépicos e a cer-
tos métodos? Nesse trabalho, tentaremos fazer uma apresentacéo réa-
pida das idéias fundamentais da matemética moderna, como seus de-
fensores viam a matemaética, e 0 que propunham para remediar a si-
tuagdo de seu ensino na escola secunddria.

A matemdtica do Século XX repousa sobre as nogdes de estrutura
e de axiomatizagdo. Tal estruturagdo néo foi feita subitamente, co-
meg¢ou por volta de 1800, e seguiu quatro grandes correntes:

1- As extensdes da nogéio de niimero e o aparecimento da dlgebra

abstrata,

2- O aparecimento das geometrias ndo-euclidianas e a axiomatiza-

¢do da geometria.

3- O desenvolvimento da teoria dos conjuntos e da légica.

4- A aritmetizacdo da andlise e a percepgéo da necessidade de ri-

gor nesta 4rea.

Em primeiro lugar, é necessério chamar bem a aten¢#o para o fato
de que esses quatro movimentos simult&neos néo foram gratuitos
nem independentes. Explicitar detalhadamente a origem, génese e
consequéncias de cada um deles seria escrever todo um livro sobre a
matemdtica dos séculos XIX e XX(12). Gostarlamos contudo de citar
pelo menos um exemplo de relacionamento dos 4 ftens acima.
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A teoria dos conjuntos, assunto tdo polémico na “matemética mo-
derna”, & um exemplo tipico de como estas quatro correntes se inter-
penetram. Em geral, aparece como uma criagdo matemética indepen-
dente, sem que se mostre como ela se relaciona com outras partes
da matemdética e que fungdes preenche. Diz-se no méaximo que ela
é importante para os fundamentos da matematica. No entanto, o cria-
dor da teoria dos conjuntos, o aleméo Georg Cantor, chegou a ela
ndo por acaso ou por simples “criar por criar”. Ele estava estudando
problemas delicados na teoria das séries de Fourier e percebeu que
ndo era suficiente classificar os subconjuntos do conjunto dos nime-
ros reais como finitos ou infinitos(13). Havia “vérias” maneiras de um
conjunto de ndmeros reais “ser infinito”. De suas reflexdes profundas
sobre esse problema surgiu a teoria dos conjuntos. Em particular,
Cantor percebeu que a ferramenta apropriada para comparar dois
conjuntos infinitos é a nogdo de correspondéncia bijetora (um-a-um)
entre seus elementos: dois conjuntos tém o “mesmo nimero de ele-
mentos” se podem ser postos em correspondéncia bijetora. Assim,
explicitou-se e formalizou-se um processo que estd por trds de toda
contagem, e que vinha sendo usado desde os primeiros passos do
homem no caminho da constru¢do da matematica.

Bem cedo, percebeu-se a importancia das idéias de Cantor ndo s6
para a andlise mas para outras 4reas de matemética. A leoria dos
conjuntos, como objeto de investigagdo independente, levou as cha-
madas antinomias (leia-se contradi¢des) e deu origem a muitos de-
senvolvimentos no estudo dos fundamentos da matemética. Ela foi
usada por Frege na tentativa de reconstruir toda a matematica a par-
tir da nocdo de conjunto, usando as leis da Iégica formal(14). Permi-
tiu, além disso, que se completasse a andlise cuidadosa da nogao de
nimero, iniciada com a necessidade de tornar o célculo infinitesimal
rigoroso, possibilitando a construgdo dos nimeros naturais a partir
dos axiomas da teoria dos conjuntos(13).

Ao mesmo tempo em gque se tentava tornar rigorosa a nogao de
nidmero, 0 matematico aleméo David Hilbert completava um desen-
volvimento principiando com a “descoberta” das geometrias nao-eu-
clidianas por Bolyai, Gauss e Lobatschevsky, axiomatizando a geome-
tria euclidiana(16), € mostrando que ela é tao consistente quanto a
aritmética dos nimeros reais(17). O aparecimento das geometrias
ndo-euclidianas e a subseqgiiente axiomatizagao da geometria eucli-
diana tiveram consequéncias profundas para a percepg@o do que é 0
método axioméatico. Hilbert tentou, além disso, “formalizar” toda a
matemdtica, criando, juntamente com seus alunos, a chamada escola
“formalista” a fim de mostrar que os métodos geralmente aceitos na
matemética, tomada como um todo, ndo conduzem a contradigoes (0
chamado “programa de Hilbert”)(18). Dieudonné, de maneira algo
exagerada, diz que a influéncia de Hilbert na matemaética fol marcan-
te tanto devido a suas descobertas realmente profundas e geniais,
mas ao ponto de vista axiomético que adotou. Segundo Dieudonné, a
contribuigdo essencial de Hilbert & matemética do século XX foi que
“.[(ele) ensinou os matematicos a pensarem axiomaticamente, ou
seja, a reduzir cada teoria especifica estudada a um esquema légico
consistente.”(19).
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O uso do método axiomético é sem dlvida uma das caracteristicas
fundamentais da matematica contemporénea. O emprego dele deve
ser entendido corretamente. Nenhum matemético, nem mesmo aque-
les que trabalham nos fundamentos da matematica ou em ldgica for-
mal, "descobre” teoremas usando o método dedutivo(20). O processo
de criagdo matemadtica &, como o processo de criagdo artistica em ge-
ral, informal, intuitivo, meio-inconsciente, usa analogias, passagens
formais ndo justificadas, etc. Somente apds ter chegado a seus resul-
tados, € que o matemético lhes d4 a forma final I6gico-dedutiva que
aparece nos livros e artigos de pesquisa. Esta imposi¢do do método
dedutivo é a maneira que os matemaéticos t&m de se policiar e de se
disciplinar para ndo incorrer em erros. E a experiéncia dos Ultimos
séculos mostra como é facil errar, se ndo se tomam os cuidados ne-
cessérios(21). De maneira algo aneddética, René Thom salienta bem a
diferenca entre criar matemdtica e a exposigdo I6gico-dedutiva em
que esta criagdo é registrada em sua forma final, dizendo que fazer
demonstragdes ndo & missdo dos matematicos.

Quanto ao rigor matematico, pensa-se hoje que “néo se trata de
um conceito absoluto, independente do tempo; € uma constru¢do his-
térica inseparavelmente ligada & prética da pesquisa mateméti-
ca"(22). Como dito por Glaeser, o rigor ndo constitui um fim, mas
uma ferramenta para conseguir um bom rendimento no trabalho(23).

O coroamento destas tendéncias de encarar a mateméatica como
estruturas e de apresentar cada uma delas de maneira axiomética,
encontra-se na obra do grupo de matemadticos que se intitulou Nicolas
Bourbaki. A partir da década de 40, esse grupo de jovens matemaéti-
cos franceses incumbiu-se da missdo de re-escrever toda a mateméa-
tica conhecida, apresentando axiomaticamente suas grandes estrutu-
ras.

A motivagdo que os levou a empreender tal tarefa foi a percepcéo
de que a matemética do século XX, quanto mais se desenvolvia, mais
mostrava sua unidade profunda. Assim, percebeu-se que certas estru-
turas bésicas estdo presentes em vérias teorias mateméticas, e que
um estudo sistemdtico das relagbes entre elas, desnudando o que
tém de comum, e apresentando automaticamente este niicleo comum,
deixaria bem clara a unidade profunda e orgénica da matemaética(24).

H4 em matemética muitas estruturas. Por exemplo, as de grupo, de
corpo, de anel, de espago vetorial, de espago topoldgico, de espaco
métrico, etc. A estrutura de grupo, conjuntamente com a de espago
topolégico, dd origem & de grupo topolégico, de que os nidmeros
reais, com a opera¢do de soma usual, sdo um exemplo,

Ao se debrugar sobre a grande variedade de estruturas estudadas
na matemdtica do Século XX, Bourbaki identificou o que chama de
estruturas-mae, que sao as estruturas algébricas, as estruturas de or-
dem, e as estruturas topolégicas. Elas, combinadas convenientemen-
te, gerariam todas as outras.

Trata-se certamente de um programa extremamente ambicioso.
Devemos salientar que Bourbaki propds-se apresentar a matemética,
e ndo um método de como criar matematica. Em seus escritos sobre
como via a matemdtica, sua "filosofia da matemética”, o grupo sem-
pre chamou a atencdo para a componente criativa da matematica,
que ndo pode ser codificada ou reduzida a normas |égicas estritas,
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Esta tensdo que existe entre a criagdo e a formalizagdo & parte es-
sencial da matemaética do século XX. Glaeser(25) diz a este respeito:
“Quando René Thom afirma... que “a axiomatica ndo produziu
nenhum teorema novo de certa importancia” tem razdo, mas nao
torna sua idéia suficientemente precisa. Se Thom quer dizer que o
trabalho no “vazio", sem nenhuma referéncia a problemas interes-
santes, com sistemas axiomdticos-artificiais, somente pode produ-
zir resultados medlocres, temos que dar-lhe raz3o. Porém todos os
progressos importantes realizados nos dltimos trinta anos — um pe-
riodo de descobertas mateméticas excepcionalmente fecundo —
tém aproveitado a existéncia de meios de expressdo formal e se-
méntica que procedem diretamente do trabalho axiomético.
O préprio Thom participou desse esforgo, com seu temperamento pe-
culiar. E n&o fol por acaso que um matemético como Hassler Whit-
ney, cujos trabalhos s&o particularmente apreciados por Thom, e
que resolveu alguns dos problemas mais importantes e dificeis no
domfnio da andlise e da topologia diferencial, tenha contribufdo
igualmente para a elaboragdo de algumas teorias axiométicas fun-
damentais (variedades diferenciais, produtos tensoriais, estratifica-
¢oes, classes caracteristicas, etc.). Em verdade, a partir de proble-
mas que surgem de maneira natural, se realiza, entre outras, uma
atividade e clarificagdo axiomética que forma parte integrante da
descoberta”,

O programa de Bourbaki teve muita influéncia, Quando se iniciou,
foi acolhido com entusiasmo. Havia entdo um grande abismo entre a
matemadtica que se criava nas universidades e institutos de pesquisa
€ a que se ensinava nas escolas, e isto foi uma das motiva¢des para
sua proposta de se rever 0 ensino de matemdtica no curso secund&-
rio(26). Particularmente na Franga, o ensino da matematica tinha se
tornado sindnimo de problemas sutis e complicados sobre a geome-
tria do triangulo, manipulagdes algébricas capciosas, etc.

Segundo Howson(27), a influéncia de Bourbaki foi tdo grande que
deu origem ao movimento da matemética moderna. Para ele, Bourbaki

“Tinha oferecido em seu tratado uma descricdo sistemética da
matemética, reorganizada de maneira a enfatizar as consideragées
estruturais e apresentada em uma linguagem uniforme com grande
precisdo. Devido & sua clareza e & maneira majestosa em que ela
pouco a pouco se envolve, a apresentacao estrutural oferece uma
maneira convincente, (ou, talvez, tentadora) de organizar e apre-
sentar o ensino da matemética nas universidades. Em comparag&o,

o contelddo da matemética escolar parecia ndo ter nem exatiddo

nem organizacé@o sistemdtica. Foi assim fornecido um estimulo pa-

ra reformar a matemética escolar tradicional.., A reorganizagio re-

sultante teve como resultado mudangas significativas na selecdo e

no tratamento matemético do conteddo (ensinado). Nas escolas

elementares, o contelddo, principalmente trabalho com ndmeros,
ndo mudou muito, mas certamente houve mudangas na maneira de
desenvolvé-lo — a partir da teoria dos conjuntos — e na énfase dada
aos aspectos estruturais, por exemplo, as leis comutativa, associa-
tiva e distributiva. Certos tépicos tradicionais da escola secunddria,
como a geometria euclidiana e a trigonometria avancada, foram

12



postos de lado, por ndo terem nenhuma fungéo significativa no no-
vo sistema, e em seu lugar foram introduzidas as probabilidades, a
estatlstica e a informdtica. O princlpio bédsico de Bourbaki, a dedu-
géo do contelido a partir dos axiomas, também passou a ocupar
posigdo central no ensino da matemética. Contelidos que ndo se
prestavam a um enfoque axiomético, como por exemplo muitas das
aplicagdes da matemaética, foram relegados a um plano secundério:
a capacidade de fazer uma demonstragdo matemética e de racioci-
nar logicamente foi considerada mais importante do que a aquisi-
¢éo de “pericia trivial para calcular”... Como resultado desta reor-
ganizacéo, tornou-se posslivel tratar dominios da matemética bas-
tante sofisticados bem cedo na educagdo das criangas... O método
[de Bourbaki], no entanto, ndo diz nada sobre como tais conceitos
bésicos poderiam ser introduzidos nos-niveis elementares de ma-
neira consistente com a organizagao sistemdtica do material..."
Uma exposigdo bem “pura” e cristalina das intengdes dos que es-
posaram as idéias da matemética moderna, como aplicagdo da
maneira de Bourbaki apresentar esta ciéncia, encontra-se na pales-
tra que Jean Dieudonné(28) fez em um seminério promovido pela
OEEC (Organizagdo para a Cooperagio Econdmica Européia) em
Royaumon?‘. em 1959. Devido & clareza das idéias, ao prestigio do
autor e a seu estilo incisivo e vigoroso, trata-se de um texto de lei-
tura obrigatéria para todos os que se interessam por uma andlise
da matemdtica moderna. Além disso, as idéias de Dieudonné neste
trabalho, muito citado mas pouco lido, tém sido frequentemente de-
turpadas. A leitura do texto permite uma visdo mais justa e equili-
brada da “proposta Bourbaki". Algumas das idéias expostas nesta
oor(\fg;éncia séo repetidas ou mais desenvolvidas no prefdcio
de(29).

As idéias de Bourbaki, de matemédticos profissionais preocupados
somente com o contelido de sua cléncia, foram reforcadas pelas
posi¢cbes de Piaget e seus alunos sobre a psicologia do desenvol-
vimento da inteligéncia. Segundo Piaget(30)

“... Por um processo que é A primeira vista paradoxal, embora
em verdade psicologicamente natural e claramente explic4vel, as
estruturas mais abstratas e gerais da matemética contemporénea-
s80 muito mais ligadas &s estruturas operacionais naturais da inte-
ligéncia e do pensamento do que o eram as estruturas particulares
que enquadravam a matemética e o ensino classicos”.

E ainda(31):

“... Pelo contrério, cremos que existe, em fungdo do desenvolvi-
mento da inteligéncia em seu conjunto, uma construgdo esponta-
nea e gradual das estruturas l6gico-mateméticas elementares, e
que estas estruturas “naturais”... estdo muito mais préximas das
utilizadas pelas matemdticas chamadas "modernas” do que as que
intervinham no ensino tradicional.

Outra coincidéncia interessante reside no fato de que, a partir do
nivel das operagdes concretas,... encontramos um equivalente ele-
mentar das trés “estruturas-mae” de Bourbaki, 0 que torna manifes-
to o caréter “natural” destas estruturas”.
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No entanto, é necessério cuidado na interpretacdo dessas declara-
¢6es de Piaget como sendo um endosso da matemética moderna(32).

“Uma interpretagdo superficial seria enganosa. A matemaética
piagetiana poderia ser vista como uma combinagdo de aprendiza-
gem por descoberta com a “matemética moderna”. Isso estd errado
por duas razdes. Em primeiro lugar, pode-se argumentar que,
quando Piaget menciona “[ser essencial] compreender uma teoria
por meio de sua redescoberta”, tinha em mente algo muito mais
dialético do que o ensino pela redescoberta, como esse termo é
geralmente usado em educagdo matematica. Nesta aitima acepgao,
seu significado [do ensino pela redescoberta] estd baseado em
técnicas heuristicas desenvolvidas basicamente por Polya(33)...
A idéia de Piaget parece ser mais semelhante ao ciclo evoluciona-
rio de conjectura, demonstracéo e refutagdo por contra-exemplos
proposto por Lakatos(34). Em segundo lugar, a matematica moder-
na a que se refere Piaget consiste nas “estruturas-méae" de Bour-
baki e na teoria das categorias de Mac Lane(35). Isso é bem dife-
rente da teoria dos conjuntos que forma a base da matematica mo-
derna. Pode ser possivel identificar os “aspectos fdceis” de Bour-
baki e da teoria das categorias e trazé-los para um nivel elementar,
como foi feito com a teoria dos conjuntos. No entanto, isso ignora
e pode reforgar um aspecto muito anti-Piagetiano da matematica
moderna (e uma das razGes por que se considera frequentemente
hoje que ela falhou). Ou seja, que as estruturas s&o impostas de
cima, Ela [a matemética) ndo parte das estruturas informais que a
crianga j& possui. Pode-se dizer que ela tenta ensinar a crianga a
pensar sobre o pensamento de alguma outra pessoa, & ndo sobre
seu préprio pensamento [da criangal.

O importante [no comentério de Piaget]... ndo é que o currfculo
deve incluir seu tipo de matemética moderna. Em vez disso, € que
aquilo que & ensinado deveria, em principio, conduzir naturalmente
a estas nogbes e a outras como elas, mesmo se muitas delas nao
foram encontradas explicitamente antes...”

Como exemplo de aplicagdo das idéias sobre a matematica expos-
tas acima, temos o trabalho do professor Howard Fehr, da Universi-
dade de Columbia, que organizou, com sua equipe, em 1965, o pri-
meiro grande projeto de reforma do ensino da matemética baseado
na chamada matemdtica moderna, adotando o ponto de vista de
Bourbaki. Coerentemente com as idéias de ressaltar a unidade da
matemaética e a economia de pensamento proporcionada pelo método
axiomatico-dedutivo, deu énfase, nos materiais elaborados em seu
projeto (0 Secondary School Mathematics Curriculum Improvement
Study — SSMCIS), aos conceitos de conjuntos, operagdes, aplicagdes
entre conjuntos, relagfes e estruturas. Na explicitacdo destas nogbes,
seguindo a filosofia geral de todos os projetos inspirados nas idéias
do grupo Bourbaki, foram enfatizados(38).

1 - Insisténcia sobre as idéias abstratas: fechamento, inversa de
uma operagdo, par-ordenado, conjunto vazio, rela¢do de equi-
valéncia, densidade do conjunto de numeros racionais (nos
reais), e, finalmente, as extensées da nogdo de ndmero.
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2 - Maior cuidado com o rigor l6gico: existéncia de termos nao de-
finidos, proposicées relacionadas com uma proposicio dada (a
negagdo, a reclproca, e a contrapositiva), equivaléncia légica,
pepel das definicées e hipéteses, o significado de implicagdo
I6gica, a validez e a verdade, as demonstragdes formais [das
propriedades] da multiplicagdo de nimeros negativos, etc...

3-0 uso de um vocabuldrio contemporéneo. Falamos, por exem-
plo, de proposicbes abertas e de tabelas de verdade, de semi-
retas, semi-planos, regides, curvas simples, poligonos convexos,
ndmeros naturais e ndmeros reais, dominio e contra-dom/nio,
conjuntos, subconjuntos e subconjuntos préprios, ete.

4 - A insisténcia na precisdo da linguagem, o que dé lugar a distin-
¢ces sutis e a defini¢des bastante formais. Temos assim que
considerar nimeros e numerais, as rafzes de uma equagédo e 0
conjunto de solugdes, as fragdes e os nimeros racionais, as
funcbes e as relagGes, as incdgnitas, tridngulo definido como a
unido de trés pontos que ndo séo colineares e dos segmentos
que os unem, etc.

5-A insisténcia em idéias matemdticas “novas”, incluindo, entre
outras, a linguagem da teoria dos conjuntos, os diagramas de
Venn, as mudancas de base, 0 conjunto dos nimeros reais, a
estrutura I6gico-dedutiva da aritmética e da 4lgebra, a aritméti-
ca modular, as desigualdades, as relagbes (com suas proprieda-
des reflexiva, simétrica e transitiva), as fungdes, as geometrias
néo-métricas, a axiomdtica em geral e o cardter axioméatico da
geometria em particular, os fundamentos da Iégica e a natureza
da medida. :

Uma critica extremamente virulenta, quase caricatural, de um tal
conteddo pode ser encontrada em (37).

Apresentamos, assim, as idéias que orientaram o movimento da
“matemédtica moderna” em sua origem. O estudo de sua propagagéo,
influéneia, e os porqués de sua contestagdo bem generalizada, prin-
cipalmente a parlir dos meados da década de 70 merecem outro tra-
balho. Como j& dissemos, é impossivel, dentro dos limites de um ar-
tigo, fazer um levantamento de todos os desenvolvimentos do assun-
to e das controvérsias que ele fez surgir. Agora, que o movimento j4
tem mais de vinte e cinco anos, pode-se comegar a histori4d-lo com
Igengao de &nimo, tentando ver seus pontos positivos e negativos.

inegével que ele marcou indelevelmente o ensino da matemética
elementar, Repetindo as palavras ;a citadas de Howson(38), o movi-
mento da matemética moderna foi o maior experimento j& feito em
educagéio matemética. Assim, qualquer pessoa que se interesse pelo
ensino da matemética, quer do ponto de vista académico, de pesqui-
sa, quer do ponto de vista histérico, quer como: professor engajado
pessoalmente no ensino, deveria tomar conhecimento deste assunto.
Sua compreensdo é essencial para entender porque se ensina mate-
mética como hoje em dia.
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APENDICE

NOVAS IDEIAS NA MATEMATICA ELEMENTAR
Jean Dieudonné,

Minha tarefa especifica hoje é examinar, do ponto de vista do cur-
riculo de matematica atual nas universidades e escolas de engenha-
ria(39):

a) Que conhecimentos de matemética os professores destas insti-
tuicdes gostariam que as criangas tivessem, ao fim de sua educagdo
secunddria.

b) Que tipo de aluno eles realmente recebem.

¢) Como seria possivel melhorar a situacdo existente.

Nos dltimos cinquenta anos, os mateméticos introduziram néo so-
mente novos conceitos mas uma nova linguagem, que cresceu empi-
ricamente das necessidades da pesquisa matemdtica e cujo poder pa-
ra exprimir afirmativas matematicas de maneira concisa e precisa tem
sido repetidamente testado e [que] ganhou aprovagdo universal,

Mas até agora a introdugdo desta nova terminologia tem sido (pelo
menos na Franga), ferozmente combatida pelas escolas secunddérias,
que se apegam desesperadamente a uma linguagem obsoleta e ina-
dequada. Assim, quando um estudante chega & universidade, quase
que certamente nunca terd ouvido falar de palavras comuns da ma-
temdtica como conjunto, aplicagdo, grupo, espago vetorial, etc. Nao
espanta que se sinta confuso e desencorajado em seu contacto com
a matemdtica superior.

Alguns elementos de célculo, 4lgebra vetorial e um pouco de geo-
metria analltica foram recentemente introduzidos nos dois ou trés (l-
limos anos da escola secundédria. Mas tais tépicos tém sido sempre
relegados a uma posigdo subalterna, o centro de interesse permane-
cendo, como antes, a geometria pura ensinada mais ou menos como
Euclides, com um pouco de Algebra e de teoria dos nimeros.

Acho que os dias de uma tal colcha de retalhos estdo contados, e
estamos comprometidos com uma reforma muito mais profunda — a
ndo ser que estejamos dispostos a deixar que a situacdo se deteriore
ao ponto em que impedird seriamente qualquer progresso cientffico. E
se todo o programa que tenho em mente deve ser resumido em um
slogan, esse slogan seria: Abaixo Euclides!

Esta afirmacdo talvez choque alguns dos senhores, mas eu gosta-
ria de mostrar-lhes detalhadamente os argumentos em seu favor.

Foi gracas aos gregos que erigimos a estrutura majestosa da cién-
cia moderna. Mas, ao fazer isso, as nogdes basicas da geometria fo-
ram profundamente examinadas, especialmente desde os meados do
século dezenove. Isso tornou possivel reorganizar o contelido da
geometria euclidiana, colocando-o sobre alicerces simples e sélidos,
e reavaliar sua importancia em relagdo & mateméatica moderna — se-
parando o que € fundamental de um monte caético de resultados que
ndo tém nenhum significado exceto como rellquias dispersas de mé-
todos grosseiros ou obsoletos(40).

O resultado talvez seja um pouco surpreendente. Suponhamos, que
se deseja ensinar geometria euclidiana a mentes maduras do outro
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planeta que nunca ouviram falar dela, ou ensin&-la tendo como obje-
tivo sua aplicacdo possivel & pesquisa moderna. Entdo, todo curso
poderia, acho eu, ser dado em duas ou trés horas — uma ocupada
pela descricdo do sistema de axiomar, outra pelas consequéncias
uteis deles, e possivelmente uma terceira hora por alguns exercicios
razoavelmente interessantes.

Todo resto, que agora enche volumes de “geometria elementar” —
e incluo af tudo sobre tridngulos (& perfeitamente possivel e desej4-
vel descrever toda a teoria sem mesmo definir um tringulol)... — &
tao relevante ao que os mateméticos (puros e aplicados) fazem hoje
quanto os quadrados méagicos e os problemas de xadrés!

Se isso parece fanté4stico, deixem-me dar alguns detalhes [Dieu-
donné apresenta entdo (A) os axiomas de um espaco vetorial real de
dimenséo dois; (B) de um produto interno).

O que eu chamei de consequéncias dteis s&o, por um lado, a dlge-
bra linear bi-dimensional (dependéncia linear, bases, retas, o grupo
de translacées e aplicag6es homotéticas, retas paralelas, aplicagées
lineares, formas lineares e equagdes de retas), que & dedutivel do
sistema de axiomas (A), e constitui o que é também chamado geome-
tria afim plana, e, por outro lado, ortogonalidade, circulos, rotacoes,
slm(et)rias. angulos e o grupo de simetrias, no¢8es que provém do gru-
po (B).

Naturalmente, deste ponto de vista, a velha disputa entre geome-
tria “pura™ e “analftica” se torna sem sentido, pois ambas s30 sim-
ples traducGes de linguagem de vetores (que, a propésito, vale mais a
pena frequentemente aplicar diretamente). E claro como a geometria
de trés dimensdes pode ser desenvolvida no mesmo esplrito.

Contrastando com esta maneira “ideal” de ensinar geometria, nao
preciso contar-lhes 0 que é hoje em dia realmente feito nas escolas
secundérias. As nogdes bésicas (ponto, reta, distancia, dngulo) n&o
recebem nunca uma definigdo axiomética estrita; sdo introduzidas
baseando-se diretamente na intuigdo, embora nunca sejam explicadas
suas relagbes com os objetos fisicos de que sdo representagées “i-
deais". Como né&o é dado nenhum sistema completo de axiomas, &
naturalmente impossivel verificar se qualquer demonstragdo apresen-
tada estd ou ndo correta.

Os defensores da tradico a qualquer pre¢co tém, naturalmente,
uma resposta pronta para isso. Acreditando-se neles, a geometria eu-
clidiana, ensinada de sua maneira, 6 o tnico método pelo qual a
mente da crianga pode ser aberta para uma compreensao real da ma-
temética. No entanto, como nenhum outro método foi jamais tentado,
néa(o \)/ejo como aceitar esta afirmacéo a ndo ser como um artigo de
fé(41).

Acrescentardo que, apesar disso, os grandes matematicos do pas-
sado e do presente foram educados desta maneira e isso ndo os im-
pediu de fazerem suas descobertas. Isso & certamente verdadeiro,
mas estou convencido de que se esses matematicos ndo tivessem
aprendido nada até a idade de, por exemplo, 16 anos, teriam, muito
provavelmente, se saldo igualmente bem.

Gostaria de salientar, além disso, que todas essas discussds nio
sdo relevantes, Ninguém deveria ocupar-se, pelo menos nas escolas
secunddrias, com o ensino de futuros mateméticos profissionais (sem
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falar dos realmente excepcionais), de que talvez haja um em cada
10.000 criancas. O que est4 realmente em jogo é o tipo de imagem
mental da matemética incutida na mente do estudante inteligente
médio apés ter sido submetido a esse tratamento durante vérios
anos(42),

Se tivéssemos um currfculo enfim livre do peso morto da “geome-
tria pura” o que colocarfamos no lugar dela? J& mencionei rapidamen-
te alguns dos tépicos que formariam uma preparagdo extremamente
valiosa para teorias de nivel superior; mais detalhadamente, gostaria
de listar os seguintes:

a) Matrizes e determinantes de ordem 2 e 3.

b) Célculo elementar (fungdes de uma variavel).

¢) Construcdo do grafico de uma fungéo e de uma curva dada pa-
rametricamente (usando derivadas).

d) Propriedades elementares dos nimeros complexos.

e) Coordenadas polares.

Afirmo que nenhum desses tépicos é mais abstrato ou exige pen-
samento mais profundo do que a geometria cléssica, desde que o en-
sino de cada um deles seja adaptado ao desenvolvimento intelectual
dos estudantes. Isso significa, naturalmente, que continua a haver vé-
rios grandes problemas, 0 principal sendo o de organizar o material
ebr?“u)m curriculo bem equilibrado e de criar métodos para ensiné-

Com estas idéias em mente, voltemo-nos para um esbogo do que
julgo deveria ser um curriculo moderno. Dividi-lo-ei segundo a idade
dos estudantes (a fim de evitar problemas de peculiaridades nacio-
nais e de distribuigdo por vérias séries); e em cada nivel discutirei os
aspectos "experimentais” e “dedutivos” dos vérios tépicos.

ldades até os 14 anos(44). E provavelmente sébio limitar o ensino
da matemética nesse grupo a trabalho “experimental” com é&lgebra e
geometria plana e nfo fazer nenhuma tentativa de axiomatizacao. Is-
so ndo quer dizer que ndo devessem ser enfatizadas as inferéncias
légicas, sempre que for possivel mostré-las de maneira bem clara
e Obvia.

Em 4&lgebra, o objetivo deveria ser tornar o estudante completa-
mente familiarizado com o célculo literal, a nogdo de nimero negati-
vo, e a resolugdo de problemas lineares com uma ou duas incégnitas;
isso & essencialmente o que é feito hoje, e ndo tenho portanto ne-
nhuma modificagcdo a propor aqui, excetuando que eu gostaria de ver
mais horas gastas com &lgebra do que com geometria, nesse estégio.

Em relagdo & geometria, sel que h& muitas pesquisas e experimen-
tos nos (ltimos anos... sobre os métodos de como ensinar a geome-
tria como parte da flsica(45). Acho que esse desenvolvimento deveria
ser altamente encorajado, desde que enfatize ndo objetos artificiais
como os tridngulos, mas sim as nogbes bdsicas tais como simetrias,
translagbes, composigbes de transformagdes, etc.

Finalmente, em toda esta matemdtica “experimental”, a linguagem
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e a notagd@o hoje universais deveriam ser introduzidas tdo cedo quan-
to possivel: ndo hd nada misterioso ou amedrontador em abreviar
“pertence a" por € ou “acarreta” por 2, ou falar de “subconjunto do
plano” em vez de “lugar geométrico”. E chamar um objeto por seu
nome apropriado — como “grupo” ou “relagdo de equivaléncia" sem-
pre que esse objeto for naturalmente observado em algum contexto
geométrico ou algébrico — ndo implica que tenhamos de desenvolver
anteriormente a teoria abstrata dos grupos ou das relaces de equi-
valéncia.

Se for julgado apropriado, do ponto de vista psicolégico, comegar
com alguma axiomatizacdo neste nivel, entdo, segundo nosso princl-
pio geral, deverfamos procurar a parte da matemética com que as
criancas tiveram mais contacto “experimental” até entdo, ou seja, a
aritmética.

Com efeito, 8 um dos mais simples e mais belos exerclcios de 16~
gica desenvolver as leis usuais da aritmética a partir dos axiomas de

eano, e ndo vejo nenhuma razdo para que isso ndo seja tentado o
mais cedo possivel(46).

DTS

E desnecessério salientar que isso ndo deveria ser tentado antes
de que se possa fazer o estudante perceber a necessidade de um tal
tratamento axiomético; [isso pode ser feito] encorajando-o a pensar o
que quer dizer um inteiro muito grande e por que podemos aceitar a
validez das leis da aritmética para tais objetos completamente fora
de nossa percep¢do intuitiva; mas acho que ndo necessito frizar estes
problemas, que os senhores dominam muito melhor do que eu.
®/dade de 14 anos. Do ponto de vista “experimental” & esta a idade
em que & introduzida a idéia do gréfico de uma fun¢éo, e isso certa-
mente nao deveria ser adiado para mais farde. O método geral de resolver
a equagao f{x)=0 com ajuda do gréfico de y=f(x), deveria ser imedia-
tamente relacionado com esta idéia juntamente com os vérios pro-
cessos de aproximagdo (Lagrange, Newton) para o célculo numérico
das ralzes, que sdo consequéncia dela.

A énfase aqui deveriam ser as soluges aproximadas, e nunca as
"férmulas fechadas” para asrafzes; o estudante deveria ser prevenido
de que nunca deve esperar encontrar tais férmulas, excetuando casos
especialfssimos. Em particular, a férmula para a resolugdo de uma
equacdo quadrdtica deveria apenas ser mencionada nesse estégio e
n:nhum estudo especial deveria ser devotado aquele tipo de equa-
¢ao...

Do ponto de vista Iégico, agora, apds vérios anos de dlgebra, pare-
ce chegado o momento para uma descrigdo axioméatica dos nimeros
reais. Com isso, ndo quero dizer naturalmente a construcao tradicio-
nal dos nimeros reais por meio de cortes de Dedekind ou sequéncias
fundamentais de Cantor, partindo dos nimeros racionais...

O que tenho em mente & bem mais modesto, (e também muito
mais Util e esclarecedor). Consiste simplesmente em listar as pro-

‘priedades bdsicas dos ndmeros reais a pgrtir das quais todas as ou-
tras podem ser deduzidas logicamente. E bem conhecido que estas
propriedades podem ser resumidas dizendo que os nimeros reais
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formam um corpo arquimediano ordenado, no qual vale o principio
dos intervalos encaixados.

®idade de 15 anos. A esta altura, o estudo anterior da geometria
plana do ponto de vista experimental deveria ter preparado o estu-
dante para o enunciado dos axiomas (A) e (B) como dado acima. As
consequéncias destes axiomas deveriam, naturalmente, ser desenvol-
vidas do ponto de vista geométrico e algébrico, i.e., todas as nogbes
deveriam ser apresentadas com ambas as interpretagées. Como feito
geralmente, a énfase deveria ser sobre as transformacbes lineares,
seus vdris tipos e os grupos que elas formam. As matrizes e determi-
nantes de ordem 2 aparecem de maneira natural durante esse desen-
volvimento.

Quando isso tiver sido feito, o estudo "experimental” da matemaéti-
ca da escola secundéria propriamente dita terd sido conclufdo, pois
todos os axiomas j& terdo sido formulados. Mas no estudo de qual-
quer teoria hd ainda espago para mudanc¢as de énfase, quer para o
aspecto técnico quer para o aspecto conceitual das nogfes que de-
vem ser introduzidas. E, segundo nosso principio, qualquer teoria no-
va tem mais chances de ser assimilada por meio de seus aspectos
técnicos do que enfatizando pontos delicados de dedugéo l6gica.

Isso se aplica em particular ao inicic do cédlculo diferencial para
funges de uma varidvel, que julgo se enquadrar melhor nesta faixa
de idade. Assim, ndo vejo nenhum problema no ensino desse tépico
atualmente, desde que as nogbes centrais de limite e de continuidade
tenham sido corretamente definidas; & aconselhdvel omitir as de-
monstragbes de todos os teoremas do cdlculo (mas devem-se dar
seus enunciados precisos), e concentrar-se sobre as técnicas préticas
do célculo das derivadas e de seu uso para tracar graficos de fungdes
e resolver equagdes.
® /dade de 16 anos. A parte axiomética deveria continuar a desenvol-
ver as consequéncias dos axiomas, como um estudo mais profundo
dos grupos da geometria plana e, em particular, 0 uso de &ngulos e
das fungdes trigonométricas. A "medida” de &ngulos deveria ser defi-
nida de maneira precisa (como um homomorfismo do grupo dos nd-
meros reais sobre o grupo das rotagbes) mas sua existéncia aceita
sem demonstragdo. Com isso naturalmente surge a introdugio dos
ndmeros complexos e de sua interpretagdo geométrica.

Finalmente, um outro tépico de interesse poderia ser a discussdo
de todas as formas quadraticas possiveis no plano, o que é equiva-
lente a classificagédo das cdnicas.

Sob o aspecto das "“técnicas”, poder-se-ia iniciar o estudo da noc¢do
de primitiva e de 4rea para tipos simples de regides do plano, com
exemplos elementares. O estudante deveria também comegar a
aprender como tragar curvas dadas sob forma paramétrica,
e®/dade de 17 anos. Neste ano final da escola secundéria, os axio-
mas da geometria tri-dimensional deveriam enfim ser introduzidos,
juntamente com suas consequénclas usuals, incluindo naturalmente o
uso de matrizes e determinantes de ordem 3.

Sob um ponto de vista mais técnico, poder-se-ia explicar o uso de
primitivas para calcular tipos simples de volumes, e introduzir a no-
¢do de coordenadas polares e 0 método de construgfo de uma curva
dada por suas equagbes em coordenadas polares.
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Finalmente, os logaritmos e as exponenciais podem ser certamente
definidos e estudados nesta idade (sem demonstragdes de existén-
cia), enfatizando o fato de que sdo homomorfismos de grupos.

Para finalizar, deixem-me indicar em poucas palavras como esse
currfculo poderia ligar-se naturalmente com o programa atual dos
primeiros anos da universidade. Al, os tépicos principais séo:

a) Algebra linear em sua forma geral (espagos vetoriais de dimen-
sd@o arbitraria, teoria geral dos determinantes e matrizes).

b) Formas quadraticas e espacos vetoriais euclidianos de dimensdo
finita.

c¢) Derivadas e integrais de fun¢des de vérias varidveis reais, com
suas aplicacdes. Equacdes diferenciais ordindrias e parciais. Geome-
tria diferencial elementar, :

d) Teoria elementar dos espagos métricos, espacos de Banach, es-
pacos de Hilbert e outros espagos funcionais. Andlise funcional ele-
mentar.
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