NA SUA OPINIAO:
1. O que o Professor desta Disciplina poderia fazer para:

a) aperieigoar o Curso
b) melhorar o desempenho do Aluno
¢) melhorar o desempnho préprio
.2. O que vocd, aluno, poderia fazer para:
a) melhorar o seu prépro desempenho
b) colaborar com o desempenho de seus oolegasl

¢} contribuir para 0 bom desempenho do Professor

SUGESTOES PARA DEPOIMENTO DO ALUNO

1, Liste outros aspectos de Avaliacio que vocé, Aluno, gostana de comentar.

2. Escolha até trés aspectos e oferega ao seu Professor depoimentos honestos, basea-

dos em suas dificuldades reals, visando contribuir para o aperfeigoamento da Discipli-
na.

AVALIAGAO DO DESEMPENHO DO PROFESSOR PELO ALUNO
AUTO-ANALISE E AUTOCRITICA DO ALUNO

1. Os objetivos da disciplina foram claros para vocé&?

Sim Nao

Por que?

2, A abordagem dada ao conte(do desta Disciplina atendeu as suas expectativas ini-
ciais?
Sim ——— Néo
Por que?

3. Vocé poderia citar de um a trés exemplos de tdpicos (ou unidades) que tenha achado:

a) muito complexos:
i
il
i,

b) mondtonos:
©

il

fii.
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c) estimulantes:
i
i
ii.

d) muito dteis:
il
il
il

4. Na sua opiniao, a abordagem as aulas desta Disciplina tem estimulado o desenvolvi-
mento de: (marque quantas desejar)

a, criatividade _ e, disciplina consciente” e
b. autodisciplina _ f. organizacao s
c. precisao _ g. Iniciativa _
d. esplrito de grupo  ——— h. outras:

Positivas Negativas

5. Na sua opinido, o que o professor poderia ter feito para mathorar o desempenho dos
alunos?

6. O que vocé poderia ter feito para melhorar 0 seu proprio desempenho?

7. A atmosfera das aulas desta Disciplina foi: (marque quantas desejar)

a, tranglilla e i. participativa —_
b, tumultuada —_— g. rigida _—
c. descontralda _— h. produtiva =
d. tensa e i, mondtona _
e. amistosa _— j. estimulante _

8. Em sua opinido, quais foram os aspectos mais positivos e mais negativos do sistema
de avaliag@o adotado nesta Disciplina?

9. Que assuntos poderiam ter sido tratados, mas ndo o foram?
E quals os que poderiam ter sido melhor tratados?

10. Comente o que desejar sobre a parte tebrica da Disciplina e as atividades de Labo-
ratdrio.

Obrigado pela colaboragéo  Assine se desejar



RESENHA BIBLIOGRAFICA

Jodo Bosco Pitombeira de Carvalho
Infinite Processes, Background to Analysis
2 A. Gardiner, Springer NY/82

Onde encontrar o exemplo de Schwartz (veja Courant, R. Differential and Integral
Caleulus, vol Il, PP, 341-342, Interscience, 1970) de que, se tentarmos calcular a drea de
uma superflcie generalizando a idéia que funcionou bem para curvas — a de aproximacao
por uma poligonal — néio chegaremos ao resultado esperado? E que 0 jogo de Euclides,
do qual o algoritmo de Euclides é um caso particular, permite demonstrar que certos pa-
res de segmentos (por ex., o lado e a diagonal do quadrado) nio sBo comensuraveis?
Onde encontrar uma exposi¢ao sucinta e acessivel dos problemas envolvidos com a de<
finigdo do conceito de funglo ou uma discusséo clara, interessante, @ sem pressa de
fracbes com representacdo decimal infinita? Uma introdugéo simples as fragdes conti-
nuas, relacionando-as com o (iltimo tdpico que mencionamos? Além disso, tudo exigindo
a participagao efetiva do leitor, por melo de exercicios com sugestdes detalhadas, de
estudo obrigatbrio para a plena compreenséo do texto e muito bem escolhido? Quem j&
se deteve para pensar por qué (-1)1/3 & diferente de (-1)2/8, o que mostra que a regra
geralmente aceita para trabalhar com expoentes fracionérios tem gque ser mais bem
compreendida? Tudo isso se encontra no livro agora resenhado!

A listagem de todos os problemas acima, aparentemente desconexos, pode fazer
supor que o livro & uma colcha de retalhos, um amontoado de resultados avulsos, sem
nenhum fio condutor, Nada disso: por trés de tudo que o autor faz, esté a intengdo de fa-
miliarizar o estudante, no inlcio de seus estudos universiténos, preferivelmente antes de
fazer um curso de céalculo ou ao mesmo tempo em que o segue, Com 0s conceitos basi-
cos da Andlise, ou seja, com 0s processos de limite.

Citemos o autor:

“Como o titulo sugere, este livro foi concebido como um prélogo ao estudo de Por
que o Célculo funciona... & de fato um re-exame critico dos processos infinitos que sur-
gem na Matemética Elementar: a parte [l re-examina os nlmeros racionais e irracionais,
a parte Ill examina nossas idéias de comprimento, &rea e volume, e a parte IV examina a
evolugéo do conceito modemo de fungéo,”

Eis o Indice do livro:
Parte | — Do Célculo & Andlise

O que esté errado com o Célculo?
Crescimento e mudanga na Matemética

Parte Il — Do Célculo & Andlise:
Matematica: Racional ou Irracional?
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Mé&todos construtivos e no construtivos em Matemética,
Comensurabilidade, M&ximo Divisor Comum e o Jogo de Euclides.
Lados e Diagonals de Poligonos Regulares

Nameros e Aritmética, uma revisdo rapida

Decimals infinitas (primeira parte)

Decimais infinitas (segunda parte)

Noves repetidos

Fragdes e decimais peribdicas

A propriedade fundamental dos nlmeros reals

A aritmética das decimais infinitas

Reflexdes sobre temas recomrentes

Fragdes Continuas

Parte Ill - Geometria

NGmeros e Geometria

O Papel da Intulgéo Geométrica
Comparando Areas
Comparando Volumes

Curvas e Superilcies

Parte IV — Fungdes

O que & um NGmero?
O que & uma Fungzo?
O gue é uma Funcgéo Exponencial?

Na Parte |, segundo o proprio autor, & exposto como em torno de 1800 os matema-
ticos comegaram a perceber que a falta de precisao em sua compreenséo e sua mani-
pulagdo dos processos infinitos envolvidos no Céiculo (infinitesimal) intuitivo era uma
fonte de erros e de confus&o, que portanto o Célculo intuitivo necessitava ser reformula-
do de maneira clara 8 precisa, que a necessidade de revisar nossa compreensdo de
uma parte "da Matemdtica, como o CAlculo intuitivo, néo nos deveria reaimente surpreen-
der; mas que a maneira puramente aritmética em que de fato o Célculo intuitivo foi refor-
mulado (em tomo de 1870), é um pouco surpreendente, O autor apresenta problemas
que levaram os mateméticos a se interrogarem sobre o que reaimente estavam fazendo,
como por exemplo as solugbes da equagao da corda vibrante, obtidas por D'Alembert e
por Bemouilll, @ as manipulagbes puramente simbblicas com séries de potdncias infinitas.
Encontramos al, como exercicio, dado com um roteiro detalhado que o torna factivel, a
maneira como Euler calculou o valor da série}(1/n?), Vemos af um dos pontos que consi-
dero altamente favoréveis no livro: 0 autor se recusa a dar as coisas de graga ao leftor, &
necessério trabalhar, embora com uma orientagéo honesta e detalhada.

Em seguida, Gardiner apresenta as nogdes sobre nlimeros inteiros que serfio
usadas subseqgiientemente. Introduz o Teorema de Pitdgoras e a nogao de mé&ximo divi-
sor comum, e ensina como calculé-o, usando o jogo de Euclides, que & uma generaliza-
¢#o do algoritmo de Euclides. A existéncia de méximo divisor comum & imediatamente
relacionada com a comensurabilidade de dois segmentos de comprimentos inteiros, o
que & um exemplo de vers&o grega do algoritmo de Euclides, o processo de “antanaireses”
(veja V. der Waerden, Geometry and Algebra in Ancient Civilizations; Springer, N. York,
1983, pp 138-139 e, do mesmo autor, Science Awakening., Oxford University Press, N.
York, 1871, pp. 126-127), Aplica apds isso este processo para demonstrar que existem
segmentos incomensuraveis (sem usar o teorema de Pitdgoras) e mostra, da mesma
maneira, que o lado e a diagonal do pentégono regular sdo incomensuréveis. Compare
oomasobrasdndasdeVandefWaetdenparaumtrammnbdaroemmsucodoas-
sunto.

s Apds isso, é feita uma répida revisfio dos sistemas numéricos, explicando o fun~



cionamento de nosso Sistema decimal. Ataca entdo o autor o problema da existéncia de
nimeros cuja representagao decimal & infinita. J& tinhamos tido contacto com um pro-
cesso informal, geométrico,de limite, ao demonstrar que certos segmentos s&o incomen-
suréveis. Agora, passamos a esludar mais detalhadamente os processes infinitos, em
um contexto aritmético, ac atacar a pergunta: "O que &€ um nimero decimal com uma
quantidade infinita de algarismos? Um exercicio com a série harmonica alternada faz o
lettor trabalhar com sucessdes crescentes (e decrescentes) limitadas superiormente
(inferiormente),

Como exemplo de outro exercicic, temos o Exercicio 4, (pagina 93).

Os exercicios 1 (I} & 2 sugerem que o seguinte & verdade: para qualguer valor po-
sitivo x < 1, as poténcias x".rapidamente se aproximam de zero quando n cresce. Além
disso, estas poténcias x" diminuem de tal maneira que eventuaimente se tornam meno-
res do que 1/N, onde N é qualquer nimero inteiro positivo escolhido arbitrafiamente. O
leitor dever4 demonstrar agora que isso & verdade. (S&o dadas em seguida sugestdes
de como proceder.

E estudado 0 que quer dizer um nimero como 0,9999..., e atacado o estudo das
fragbes décimais periédicas, que s&o culdadosamente analisadas, resolvendo-se pro-
blemas como o seguinte:

Qual a relagao exata entre

a frago inicial m/n e:

o comprimento do bloco que se repete em sua representacao, e
os algansmo que ocomrem no bloco que se repete?

O que determina o comprimento do-blooo que se repete?

O tratamento apresentado ndo & o mais sucinto ou elegante (compare com o tra-
tamento muito elegante de E. L. Lima no nimero 10, pp. 23 e sequinfes da Revista do
Professor de Matematica), mas chama constantemente & atencao para o falo de que
estamos lidando com processos infinitos, guando trabalhamos com nimeros decimais
infinitos.

O leitor est4 agora pronto a atacar o capftulo sobre a propriedade fundamental dos
nomeros reais, enunciando como segue:

“A qualguer seqiéncia infinta de nOmeros reais que crescem mas que sao todos
iguais a ou menores do que um certo nimero real K, sempre corresponde um nlimero
real a € K, para o qual a sequéncia infinita parece estar se dirigindo."

Os termos usados na frase acima recebem entdo seus significados precisos. Um
dos exerclcios de aplicagao deste principio & calcular o imite, quando n cresce indafini-
damente, de (1+1/n)".

H4 em seguida uma introducéo ao estudo das fragdes continuas nao sé com moti-
vacao aritmética mas também geométrica, relacionando-as com o que foi feito para de-
monstrar a ndo comensurabilidade de lados e diagonais de certos poligonos.

Passamos agora & segunda parte, que estuda Geometria. Em primeiro lugar, o
autor se detém sobre a relacao entre os ndmeros e a Geometria, citando 2 posicao dos
pitagéricos e dos matematicos greges sobre isso, Em seguida, fala um pouco sobre a
importancia da intuigao geométrica, e os cuidados que se deve ter com ela. Passa ento
a estudar como comparar dreas, num capitulo muito bem estruturado e importante. Parte
dos conceitos intuitivos de &rea, & mostra pouco a pouco como eles necessitam de ser
sofisticados, concluindo, por fim, apds discutir os varos problemas envolvidos no con-
ceito de 4rea, quando tentamos definir a drea de regides limtadas por curvas, e os pro-
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blemas em tentar definir a integral de uma func@o como sendo a 4rea sob o seu gréfico,
Como ele diz, nosso objetivo era simplesmente sugerir algumas das razdes para excluir
defiberadamente as nogdes geométricas na reconstrucio do Calculo — uma caracterfsti-
ca notével da versao do Célculo adotada em torno de 1870. Faz também ver que a nogao
de subconjunto do plano é muito mais geral do que se pensa, exammnando detalhada-
mente, no exercicio 7, alguns subconjuntos e perguntando quais sefiam suas 4reas,
Neste capitulo & também atacado o problema do que & a langente a uma curva, em um
longo exercicio, com vénas partes e sugestoes, e que também estuda a nogéo de conti-
nuidade de uma funcao,

Ja que o autor se permite desvios de seu objetivo (lidar com processos infinitos)
para citar resultados como o terceiro problema de Hilbert, & pena que nao tenha sugerido,

nos exercicios, como atacar o Teorema de Pick, que permite calcular a 4rea de um poll-
gono com vértices no reticulado do plano. A primeira figura do capftulo dé4 esperangas de
que isso acontega, mas frustradas!

No capltulo subseqiente, Gardiner ataca o problema de como définir o volume de
um sélido, partindo de casos bem simples, e chegando & conciusao de que af também
somos obrigados a Introduzir processos infinitos. Compara véras lentativas de definir
volumes, citando os resultados de Arquimedes, Cavalieri, etc., e refere-se & teoria de in-
tegracdo de Lebesqgue. Isso parece prematuro, mas &, em verdade, bem natural em sua
discussao, e nao deveria amedrontar o leitor.

O capltulo sequinte estuda as analogias, relagdes e diferencas entre os conceltos
de curva e de superficie; apresentando como exerclcio o resultado de que se aproxi-
marmos a &rea de um cilindro por uma superficie formada por poliedros convenientes, te-
remos resultados diferentes conforme a escolha das faces do poliedros.

A alitima parte traca o desenvolvimento gradual do conceito de fun¢do desde suas
origens em problemas puramente geométricos e fisicos do inicio do século dezessete até
a emergéncia eventual do conceito modemo de fun¢do no século dezenove. Distingili-
mos a ldéia geométrica e a idéia algébrica de uma fungdo, e examinaremos suas respec-
tivas fraquezas e qualidades e veremos como a interagao frutffera entre elas resolve os
problemas de seus deleitos individuais, dando origem ao conceito moderno de fungéo.
Terminaremos com uma discussao detalhada de uma classe particular de funcdes — as
fungbes exponenciais.

O autor mostra como o conceito de fungéo evoluiu lentamente, e como os proble-
mas geométricos sobre curvas (calcular tangentes ¢ &reas limitadas pelas curvas) evo-
luiram, gracas & Geometria Analftica, fransformando-se em relagdes algébricas entre as
coordenadas varidveis x e y. Mostra também o relacionamento entre as idéias de uma
curva geométrica ou grafico e a Idéia de uma relagZo algébrica, férmula, ou expressao |-
gando duas ou mais varaveis. Discute o momento decisivo quando as dificuldades en-
contradas no estudo das séries de Fourier forgaram os mateméticos a uma anélise mais
cuidadosa do conceito de fungdo e apresenta exemplos nao intuitivos de fungdes de que
& impossivel tracar o gréfico, ou que nao tém derivada em nenhum ponto.

O @timo capftulo trata das fungdes exponenciais, € parte da definigdo comumente
dada para a exponencial com expoente fracionério, mostrando 0 que pode acontecer,
que restricdes temos & necessidade de impor & base, até chegar ao conceito geral da
fungdo exponencial x¥, O estudo & bem pausado, mostrando como variam os graficos
das fungdes quando mudamos os expoentes, mesmo mantendo-os racionals. No entanto,
parece-nos ser um dos capftulds menos satisfatérios do livro, talvez por pretender ser
muito ambicioso, tentando fazer o leitor compreender até a existéncia de logaritmos de
niimeros negatives. Segundo o autor, uma carta de um professor comentande as dificul-
dades do conceito de exponencial loi @ motivagae inicial para o livro, No entanto, este
capftulo da a impressao nftida de (ltimo capiiulo, escrito |4 sem paciéncia, quando a (inica
motivagao do autor & ver-se livre da tarefa de escrever,

Por que usar este livro?



Freqlientemente, no primeiro curso de Cdlculo, deparamo-nos com alunos que
nunca tiveram o menor conlacto com o conceito de limite, com qualguer processo infinito
(a dnica excegdo & a ‘regra’ bem conhecida, ndo compreendida, de como achar a soma
dos termos de uma progressao geométrica (infinita com razio menor do que 1), E total-
mente in(til apresentar a estes alunos os concertos sutis do Célculo, pois eles nao tém
nenhuma vivéncia que lhes permita assimild-los. O Célculo se toma para eles mais um
conjuntd de regras & memorizar, como J4 fizeram tantas vezes na Escola Secundénia.

A motivagBo de Gardiner nfo & estudar os processos infinitos por eles mesmos,
mas sim us&-los para llustrar a sutileza e a significancia do salto dos processos finitos
para os infinitos & a maneira como processos infinitos podem ser tratados matematica-
mente de maneira sequra.

Boas, em sua resenha deste livio (American Mathematical Montihy 90-2, 1983),
discorda da apresentac@o histérica dos conceitos, dizendo que nommalmente percebe-
mos a significancia de conceitos mateméticos relacionando-0s com outros, e ndo mos-
trando sua evolugao histérica. P

No enlanto, estas duas maneiras de encarar 0s conceitos matematicos nao sio
contraditbrias, Ao contrério, sdo complementares e se enriquecem mutuamente. A per-
cepegao da evoluglo histérica de uma parte da Matemaética né&o & obsticulo & sua com-
preens&o e utiizacdo. Ao contrério, o aluno que est& tendo dificuldades para compreen-
der certos conceitos usados no Célculo talvez se sinta menos preocupado ao saber que
eles séo fruto de muitos anos de trabalho, que evoluiram lentamente até chegar & sua
forma atual, e que quase certamente nio serdo a (itima palavra sobre o assunto, Um
belo exemplo de como fazer isso, colocando os conceitos do Célculo dentro de sua
evolugao histonca, & o livro de Otto Toeplitz, The Calculus, A Genetic Approach, The
University of Chicago Press, 1963, Como dito no prefécio de Kothe, Toepiitz tenta apre-
sentar as grandes descobertas com sua dramaticidade, preservar as ongens dos pro-
blemas, conceitos e fatos. Mas ndo deseja que seu mélodo seja chamado 'histérico’, O
historiador... tem que regisirar tudo o que aconteceu, bom ou ruim. Eu, ao contréno, de-
sejo selecionar e utllizar da histéria da Matemética, somernte as origens das idéias que
demonstraram ser hoas. Nada est& mais atastado de meu desejo do que dar uma histéria
do Célculo Infinitesimal. Eu préprio, guande aluno, fugl correndo de um tal curso. Nao
estou interessado na Histbria por ele mesmo, mas na génese, em saus ponlos notavels,
de problemas, latos de demonstragbes”,

Concordo integralmente com a opinifio de Toeplitz, embora achando que um curso
de Histénia do Célculo pode ser interessante (vels, por Exemplo, os livros de C. H. Ed-
wards Jr.,, The Historical Development of the Calculus, Springer, N. York, 1979; e de M,
Baron, Origins of the Infinitesimal Calculus, Oxford: Pergamon Press, 1969). O que Gar-
diner faz neste livio & Matemética genuina. Nao se trata de um destes livros que se
apregoam para “liberal arts students”, e déo algumas pinceladas de Matemética de mis-
tura com histéria (veja, por exemplo, Morris Kline, Mathematics in Western Culture, alias
um excelente livro, embora exagerado, como todos os livios de divulgagao de Kiine),
mas s2 trata de um livro de Matemética. Ela sera ou utlizada pelo estudante em seus
estudos de Célculo e de Anélise, ou Ihe dard experiéncia em trabalhar com conceitos su-
tis e delicades, aumentando consideraveimente sua maturidade matematica.

Uma comparagao com o livio de Teoplitz citado acima mostra também alguns dos
probiemas do livro de Gardiner. Toeplitz pode faciimente ser usado como esqueleto para
um curso, pois & de fato um curso de Célculo, J& o livio de Gardiner dificiimente serviria
para isso, Por um lado, a abertura do livro s6 faz sentido para quem j4 tiver sentido um
pouco as dificuidades do Célculo. Omiti-la tiraria a motivag&o para a parte mais elemen-
tar, sem Calculo, que vem depois. Além disso, pelo menos parte do fratamento de certos
problemas mais sérios levantados posteriormente {(comprimento de curvas, &reas de re-
gides do plano, etc.) também s6 fardo sentido, para quem J& estudou Célculo. Em part-
cular, o (itimo capltulo, sobre funcdes exponencials, fica muito prejudicade para quem
n&o conhece a possibilidade das definigdes “eficientes” que se baseiam na definigéo da
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funcao logaritmo pela integral.

Assim, embora o fvro seja muito interessante, de muito bom gosto, & exigindo tra-
balho produtivo por parte do leitor, nao se presta para texto de um curso de Célculo. Co-
mo usa-lo, entao?

O livro & excelente como leitura paralela em um curso de Céiculo. Ao longo do cur-
s0, poderdo ser selecionados capftulos, parégrafos ou problemas que ilustrem bem os
problemas nas nogdes que estiveram sendo tratadas nas aulas segunde o livro texto.
Desta maneira, julgo que o livro de Gardiner & muito bom, & pode contribuir muito para
melhorar a compreensao dos conceitos do Calculo e da Analise.

Em particular, julgo tratar-se de um livro particularmente recomendado para uso em
um curso de licenciatura em Matemética, onde 0s alunos nao se aprofundar&o em Andli-
se, mas deveriam receber uma boa introdugao ao Cdlculo, uma das ferramentas mals
podsrosas do arsenal da Matemdética,

_ Principalmente porque Gardiner usa conceitos e nocdes slementares, de Matema-
li»a de primeiro @ segundo grau, para motivar a introdug@o dos conceitos de fimite que
encontramos no Célculo e na Anlise e para preparar o alunc, tanto conceitual como lec-
nicamente, para lidar com eles. A maior parte dos licenciandos, em suas atividades como
professores, apds terminar seus estudos universitarios, demonstra total incanacidade de
relacionar a Matematica elementar, que usardo em suas aulas, com 2 mais avancada a
que foram expostos na Universidade. Esta ltima fica em um compartimento estanque, e
nada contribui para melhorar sua atuagéo como professores. Este livro multo poderia
contribuir para derrubar esta separacéo, € mesmo para fazer com que o futuro professor
perceba a sutileza e as dificuldades inerentes a cerlos conceitos que usaré constante-
mente comprimento de arco, dreas de regides do plano, o conceito de nimero real, etc.

De qualquer maneira, mesmo que o professor decida néo usar este livro em seu
curso, como leitura para os alunos, certamente suas aulas muito lucrardo se ele ler o b=
vro. lsso sb poderé melhorar suas aulas, enriquecendo-as com exemplos, motivagoes e
uma visdo mals ampla do Célculo, de seus conceitos € de sua evolugao.
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