mente essas pessoas chegam a conclusdo por si s6.

Com este exemplo veros a intuicdo e a I6gica postas a trabalhar, Todo
processo de invencdo matemdtica e com maior razio de compreensao é re-
gido na seguinte série de fendmenos psicologicos:

Contemplacdo de figuras ordenadas.

Constatagdo de uma verdade simples.

Indugdo que conduz & expressdo geral da lei.

Verificagdo geral, chamada demonstracdo, que consiste em fazer sobre
uma classe observacdes que foram feitas sobre os entes daquela classe,

No nosso exemplo, fazer com que o aluno ndo pense em particular nos
numeros 3 e 5, e sim, num caso geral, em um namero qualquer,

Este é o processo de abstracdo fundamental na iniciacdo matematica.
Somos de opinido que este poder de abstragdo ndo se apresenta em nossos
alunos antes dos 12 ou 13 anos, e por isto, problemas desta natureza nio
devemn ser apresentados nas primeiras séries do curso ginasial, pois, quando
sao dados, os alunos n3o os fazem com compreensdo e sim repetem o
raciocinio feito pelo professor.

Com maior razdo, na geometria, devemos encaminhar os alunos para o
desenvolvimento do pensamento légico. E muito normal nas nossas escolas
serem dadas demonstragées de geometria de uma maneira expositiva, de-
monstracoes essas que sdo decoradas de um modo geral, ndo contribuindo
deste modo para que o aluno utilize o raciocinio dedutivo.

O fato do aluno usar nas demonstracGes geométricas o seu pensamento
l6gico deve ser realcado pela necessidade de que ele sinta esta demonstra-
¢do e isto pode ser obtido fazendo preceder 2 demonstracdo propriamente
dita, experiéncias concretas que levem a observacGes da propriedade a ser
demonstrada.

Cabe aqui notar que demonstracSes de propriedades evidentes aos
olhos de um aluno ginasiano, ndo devem ser apresentados no 19 ciclo da
escola secunddria. Evitamos assim que o aluno julgue ser a demonstragio
uma gindstica mental supérflua. Por meio de material didético facilmente
manusedvel mostramos congruéncia de tridangulos, semelhancas de triangu-
los, a soma das medidas dos angulos internos do triangulo etc. . .

Para o estudo das areas o melhor é o uso do geoplano. Mas uma expe-
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riéncia banal na sua esséncia, mas muito sugestiva é feita por meio de um
simples barbante.

A professora Emma Castelnuovo descreve esta experiéncia da seguinte
forma:

Esticando-se um anel de barbante entre o polegar e o indicador de ca-
da mao, obtém-se aproximadamente um retangulo (da mesma forma como
se faz para a brincadeira popularmente chamada de “cama de gato”’). Faz-
se 0 aluno repetir essa experiéncia afastando ou aproximando os dois de-
dos entre si e consegiientemente para manter o barbante esticado aproxi-
mando ou afastando as maos entre si. Com isto ele mantém o perimetro
constante, mas varia a forma do retangulo. Neste momento apresentamos
o problema: O que acontece a area do retangulo’’?

A resposta imediata é de que a drea ndo muda pois 0 contorno nao
mudou. Os alunos mais espertos ainda acrescentardo: ‘o que se perde na
altura, se ganha no comprimento”,

Observamos que esta rea¢ao de compensagdo é muito humana e o pro-
fessor deve ter o devido cuidado para ndo destrui-la, pois teremos outras
situagbes em que ela € aplicada e com muito proveito.

Facamos o aluno repetir a experiéncia aproximando mais os dedos de
modo que a um certo momento o retangulo desapareca, tornando-se um
simples segmento. Neste momento repetimos a pergunta e ndo teremos
mais a unanimidade da resposta como na primeira vez,

A reac@o de cada aluno dependera de sua sensibilidade.

Os mais sonhadores, os que tém tendéncia literédria, se apegam a idéia
da constancia da drea admitindo a contra gosto um desfecho brusco final
cuja explicacdo continua para eles um mistério. Outros esbogcam a idéia de
uma funcdo contfnua fazendo a drea diminuir progressivamente até tornar-
se nula. Os mais positivos pegam o seu caderno quadriculado e desenham
vérios retangulos com 0 mesmo perfmetro e calculam as respectivas dreas.
Estes s3o os que chegam a conclusdo de que a érea, nula nos casos limites,
tem o seu valor mdximo no quadrado.

Esta experiéncia presta-se a uma apresentagao numa se¢do de estudo

dirigido em que o problema é apresentado e cada aluno deve escrever as
suas observagoes e conclusdes,
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Outras experiéncias concretas serdo vistas mais adiante quando apre-
sentarmos diferentes tipos de material didatico a serem usados nas diferen-
tes técnicas modernas.

Em séries mais adiantadas, quando o aluno ja pode aplicar uma certa
abstracdo, uma técnica para desenvolver esta capacidade é feita por meio
de uma esquematizacdo bem légica do seu raciocinio,

Nas escolas americanas o S.M.S.G, introduziu ja ha alguns anos uma
disposicao légica para as demonstracdes. O mesmo foi feito no Brasil pelo
G.E.E.N. de Sdo Paulo assim como nos livros did4ticos mais atualizados e
estd sendo aplicado em algumas escolas como por exemplo no Instituto de
Educacdo da Guanabara.

Consiste esta esquematizacdo numa disposicdo em duas colunas, uma
das afirmacbes de um lado e as justificativas de cada afirmacdes do outro
lado,

H R F
Exemplo:
Na figura ao lado K
med. AH = med. FB
med. AB = med. FH A Q 8
e RQ corta a0 meio HB em K,
Prove que: med. OK = med. KR
med. AH = med. FB _ .
Hipotese med. AB = med. FH  Tese med. QK = med. KR
med. HK = med. KB
AFIRMAGOES JUSTIFICACOES
1) med. AH = med. FB 1) Por hipotese
2) med. AB = med. FH 2) Por hip6tese
3) med. K = med. KB 3) Por hipétese
4 A ABH = A BFH 4) Caso LLL de congr, de triangulos

>

A
5) med. ABH = med. BHF 5) Angulos Alternos Internos
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A A
6) med. QKB = med. HKR 6) Angulos opostos pelo vértice

7) med. HK = med. KB 7) Por hip6tese

8) A BOK = A HRK 8) Caso ALA de congr. de tridangulos

9) med. GK = med. RK 9) Lados Homdélogos em tridngulos
congruentes

Esta esquematizacdo presta-se para ser aplicada nas provas de verifica-
¢do de aprendizagem, permitindo com maior facilidade a apresentagéo de
demonstracBes a primeira vista onde o professor pode avaliar o desenvolvi-
mento logico do aluno em vez de fazer o aluno repetir os teoremas ja de-
monstrados em atla.

Neste tipo de avaliacdo, o professor dard o esquema deixando lacunas
a fim que o aluno as preencha. .

A medida que o aluno se torne mais seguro, o professor aumentard o
ndmero de lacunas, as vezes a esquerda e as vezes a direita, até que o aluno
seja capaz de fazer sozinho seu desenvolvimento,

O exemplo citado é uma adaptacdo de um exercicio dado no Instituto
de Educacdo em 1965 como questdo de prova.

Na questdo dada foram deixados em branco as afirmactes 1,2:3.8,7;
8 e as justificagGes 1,2, 3,4,5,8¢e 9.

MATERIAL DIDATICO

Um auxiliar muito importante para as técnicas construtivas é o mate-
rial diddtico.

Na escola tradicional o materia! diddtico usado na Matematica restrin-
ge-se ao quadro negro, giz e alguns modelos de s6lidos para a Geometria.

O panorama na escola moderna apresenta-se com outras caracteristicas
quanto ao material didatico.

A caracterfstica principal do material did4tico na escola tradicional é

ser estdtico, isto €, o aluno ndo participa da sua execucdo, ndo o movimen-
ta e ndo trabalha com ele, tem para o material uma atitude passiva e con-
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templativa, sem tirar conclusdes proprias. Todas as observacoes lhe sdo su-
geridas pelo mestre. Ele ndo “descobre” por si s6 as propriedades por meio
de experiéncias concretas, e sim "as encontra ja descobertas’. Qualquer
material que seja apresentado ao aluno com estas caracter (sticas nio poderd
ser considerado como material da escola moderna mesmo que se utilize
das altimas descobertas tecnologicas.

O material da escola atual é essencialmente dindmico. O aluno partici-
pa na sua execucdo, pode manuseé-lo e, mesmo que isto nao se dé, como
no caso dos filmes, tem uma atitude ativa nas conclusdes ou observacoes a
serem feitas quando o material |he é apresentado. Deixa-se o aluno dar va-
sdo a seu instinto de observacdo e fazer trabalhar sua imaginagdo, de modo
a ele sentir cada experiéncia como realmente '‘sua”, Estudos e aplicacdo
dessa faceta das técnicas modernas foram feitas especialmente na Bélgica.

Citaremos dentro do possfvel alguns exemplos de material didético uti-
lizado nas escolas modernas.

— REGUINHAS COLORIDAS DE CUISENAIRE

O material consiste em uma caixa contendo 241 reguinhas de 10 tipos
diferentes que se distinguem um do outro pela cor e pelo comprimento.

branco
vermelhdo
verde claro
rosa
amarelo
verde escuro
preto
marron

azul

laranja

CORXNDINHWN -

-

As cores ndo sdo arbitrarias, existem as familias dos Vermelhos:

vermelhdo (2)
rosa (4)
marron (8)

As famflias dos azuis:

verde claro (3)
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verde escuro (6)
azul (9)

As familias dos amarelos:

amarelo (5)
laranja (10)

O branco (1) e o preto {7) ndo formam familia.

Estas reguinhas tém vérias aplicacdes:

~ NA ARITMETICA: para ensinar as operacoes com nameros intei-
ros, para introduzir as nocdes de fracdes, equivaléncia de fracoes e opera-

coes com fracOes.

EXEMPLOS:

— Para ensinar a adicdo de ndmeros inteiros (na escola priméria), co-
locam-se duas ou mais reguinhas, uma em seguida a outra e procura-se uma
reguinha de comiprimento igual as reguinhas consecutivas.

Notamos que com este processo a crianca aprende as operacdes antes
de saber representar os nimeros,

Esta riqueza de experiéncia que acompanha cada nimero (maneiras di-
ferentes de compor o nimero etc.) vai mudar radicalmente a relacdo que
cada crianca estabelece com os ndmeros; cada nimero vai adquirir para ela
uma outra personalidade que ficaria desconhecida se os numeras fossem
apresentados abstratamente compostos de unidade. Os nameros vao ga-
nhar em complexidade, podendo o professor tirar vantagens de varias
observagdes para apresentar as diferentes propriedades das operagoes,

A operacdo de subtracio é obtida imediatamente da observacdo da adi-

¢do através da pergunta: “quanto falta 3 reguinha vermelha para obter o
comprimento da reguinha amarela’’?
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Com esta técnica a multiplicacdo é obtida imediatamente pelo alinha-
mento de reguinhas da mesma cor.

Para nimeros maiores, a fim de tornar a multiplicagdo mais abreviada,
usa-se colocar a reguinha que vai ser repetida e a reguinha que indica o nu-
mero de repeticBes uma sobre a outra, em forma de uma cruz.

Quando por exemplo tomamos 5 reguinhas verde claro (3) e as coloca-
mos uma ao lado da outra como na figura abaixo a esquerda, a crianca
observa imediatamente um dos retangulos formado no plano horizontal:
seu comprimento é o da reguinha verde e sua largura a medida da requinha
amarela. Isto justifica aos seus olhos a representacdo em cruz do produto.

7
Pl
£
/

A divisdo torna-se compreensivel para criancas de 6 anos, com este ma-
terial, através da pergunta: “Quantas vezes a reguinha vermelha esta conti-
da na amarela’?

Quanto as outras maneiras das reguinhas serem aplicadas no ensino da
Aritmética, o professor interessado podera consultar as publicactes do
Prof. Gattegno.

1) Eléments de Mathématiques par les nombres en couleurs par
Gattegno.

2) Initiation a la méthode *Les nombres en couleurs” — Cuisenaire
G. et Gattegno C.

3) Série de Manueles ”L‘Arithmétique avec les nombres en couleurs.”
Gattegno C.

O prof. W. Servais do “Athéne du Centre, Morlariauwels — Bélgica'’

num artigo publicado no Cahier n® 5 de Documentation do Ministére de
LInstruction Publique da Belgica cita entre outras as seguintes experién-
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cias aplicadas a turmas que correspondem ao nosso nivel colegial;

— ProgressGes Aritméticas: Uma progressdo aritmética ¢ formada pela
repeticdo da adi¢do de um termo constante, a razao.

Para representar uma progressdo, juntase por exemplo, & reguinha
verde claro (3), uma, duas, trés vezes a reguinha vermelha (2).

Representa-se em seguida os diversos termos da progressdo colocando
sucessivamente uma debaixo da outra (no plano horizontal) uma reguinha
verde claro seguida de uma vermelha, uma verde claro sequida de 2 verme-
lhas e assim por diante,

Chega-se assim a configuragdo muito sugestiva em escadinha, em que
cada degrau representa a razao.

A lei de formagdo do n — ésimo termo é obtida por indugdo. Ela tor-
na-se imediata quando o aluno percebe que o comprimento obtido ao co-
locar a n — ésima reguinha ele tem na sua frente uma reguinha verde clara
e (n—1) reguinhas vermelhas.

Com esta configurac¢do vérias propriedades tornam-se imediatas:

a) Partindose de 2 quaisquer termos da progressio passamos ao0s
termos intermedidrios vizinhos (o sucessivo do 19 e precedente
a0 29) e verificamos que num caso somamos uma razao e no outro
subtraimos uma razdo de modo que a soma dos 2 novos termos é
igual & soma dos 2 termos escolhidos inicialmente,

b) cada termo é média aritmética dos termos que o ladeiam.

c) asoma dos termos equidistantes dos extremos ¢ igual a soma dos
extremos,

Esta dltima propriedade se torna compreensivel formando 2 vezes a
mesma progressao sob a configuracdo de escadinha, uma vez crescente e
outra vez decrescente.

Encaixando-se de maneira a formar um retingulo, observa-se que em

cada linha o comprimento total é igual ao comprimento do dltimo termo
com o primeiro.
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d) A soma dos termos de uma progressdo é visivel por esta mesma
configuragdo do retangulo formado acima. Deste modo a deducdo
da férmula da soma nos leva a deducdo da area do trapézio, pois,
basta imaginarmos, que as reguinhas se tornam infinitamente mais
finas para chegarmos, no limite, a dois trapézios.

Por um atalho chegamos - 12 nocdo de calculo infinitesimal (ou inte-
gral).

—  Progressdes Geométricas sdo formadas pela repeticdo da multipli-
cacgdo por um fator constante, a razao.

Com o auxflio das reguinhas o produto de dois nimeros é indicado su-
perpondo as reguinhas correspondentes, cruzando-as em angulo reto.

Para representar as progressdes geométricas superpomos a uma regui-
nha inicial sucessivamente outras reguinhas, todas iguais entre si cruzando-
as cada vez.

Forma-se assim uma torre japonesa representando um elemento da
progressao.

A analogia, com a construgdo da progressdo aritmética traz imediata-
mente como um jogo a transformacao das férmulas.

Quando o manejo dos modelos que representam as duas progressoes se
tornar familiar chega © momento de introduzir a nocdo do isomorfismo
entre a adi¢do e a multiplicacdo. Faz-se compreender imediatamente co-
mo, por meio deste isomorfismo, a unidade, elemento neutro da multipli-
cagdo, corresponde ao zero, elemento neutro da adicdo. Esta assim aberto
o caminho para a introdu¢do do conceito do logaritmo por meio das pro-
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gressdes,

— Andlise Combinatéria — Existindo esse material na escola, também
pode ser utilizado como objetos diferencidveis pela cor e pelo formato
para se compreender bem os diferentes tipos de agrupamentos estudados
na andlise combinatédria.

O professor W, Servais afirma ter usado esse material e ter obtido 6ti-
mos resultados. Os alunos, apesar de tatearem um pouco no comeco, de-
pois ‘‘descobriram’’ por si s6 as formulas.

Com este material ou outro qualquer do mesmo género chega-se a uma
demonstracdo nao tradicional das combinagdes simples.

Para formar uma combinagdo simples de m objetos tomados n a n,
basta separar n destes objetos a direita deixando a esquerda os (m--n)
objetos restantes,

O nimero de combinacdes simples € entdo 0 mesmo que o nimero de
permutactes com repeticdo de m objetos quando consideramos que os n
objetos a direita representam o mesmo objeto repetido n vezes, o mesmo
acontecendo com os (m—n) restantes, logo:

n n, {(m—n)
Cm = Pm

— Na Teoria dos Conjuntos; Na conceituacdo de conjuntos, subcon-
juntos, conjunto unitério, conjunto vazio, conjuntos complementares, par-
tigoes, relacGes de equivaléncia, conjunto quociente e relacGes de ordem.

A utilizacdo deste material para este fim ndo se distingue da utilizagdo
de outro material qualquer diferenciavel pela cor e pelo tamanho.

— Na Geometria: Sendo as reguinhas prismas retangulares, podem ser
elas usadas para ilustrar as propriedades destes solidos.

Em particular, sendo a reguinha branca um cubo, podemos através
dela, investigar suas propriedades e quais as propriedades comuns ao cubo
e aos prismas retangulares, Alids, a este respeito, é interessante notar que 0$
alunos reconhecem com dificuldade que o cubo pertence a classe dos pris-
mas, devido ao fato de ser ele habitualmente estudado separadamente. Por
meio das reguinhas este defeito é facilmente sanado.
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Além disto pode-se, por meio de elésticos, empilhar reguinhas iguais de
modo a formar prismas retangulares de dimensdes desejadas, e estudar des-
te modo areas e volumes.

Como derradeira aplicacdo, as requinhas podem ser usadas como sim-
ples barras para, sobre uma mesa, construir modelos de poligonos.

MECANO

£ um material de f4cil aquisicdo, pois, € um jogo manuseado pelos me-
ninos de mais de 8 anos. A sua maior aplicacdo é no estudo da geometria
devido a sua rigidez aliada a sua fdcil articulacdo.

Exemplos:
— Estudos dos Tridngulos

A manipulacdo deste material permite que o aluno tire por si s6
vérias conclusfes:

e N3io se pode, por exemplo, tomar ao acaso trés quaiiquer barras
para formar um tridngulo, pois, em alguns casos “ete ndo fecha” (no caso
em que a medida de um lado é maior que a soma das dos outros dois).

e Uma vez construido um triangulo ele ndo pode ser articulado,
isto é, o triangulo fica fixo, mesmo quando se exercer pressdo sobre os vér-
tices ou sobre os lados; isto significa que todas as criancas acabam cons-
truindo tridngulos congruentes utilizando barras equivalentes. Descobrem
assim, um dos casos de congruéncia de triangulos, exatamente aguele gue
¢é mais diffci! de ser demonstrado da maneira tradicional.

De maneira andloga mostram-se 0s Outros casos.

O aluno tem realmente a sensacdo de "descobrir’ algo. Az vezes ele
ndo é capaz de prever os resultados sem manipular o material.

e Pode-se sugerir aos alunos de construir um triangulo dados dois
angulos.

A 12 pergunta serd: “a partir de que base devemos comecar a constru-
¢ao’”?
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A resposta do professor sera: “Qualquer uma”.

Os alunos ndo precisam nem acabar a construgao para perceber que os
triangulos assim formados ndo sdo congruentes, mas eles possuem algo em
comum: “a forma".

Observa-se assim que para construirmos tridngulos congruentes temos
que fixar 3 condigdes minimas das quais uma pelo menos é linear.

— Estudo dos Quadrildteros

Também neste caso 0 manuseio deste material faz com que o alu-
no retire conclusdes; a mais interessante é o estudo dos paralelogramos iso-
perfmetros, que os alunos tém normaimente a tendéncia de considerar

congruentes,

Por meio de experiéncias sucessivas o aluno distingue facilmente as
duas nogoes.

¢ A - N = T S~ W ~ M- -,

— Construcido de vdrios aparelhos

e Aparelhos para dividir um segmento de reta em segmentos pro-
porcionais a nimeros dados permite tracar paralelas equidistantes.
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e Elipségrafo: aparelho que permite o tracado de 1/4 de elipse.

Para este aparelho é preciso também da fabricacdo do cursor.

a M Constréi-se um losango articu-
lado AOCB sendo que o lado
CB serd formado de uma bar-
ra mais comprida, de modo a
possuir o prolongamento BM.

" =

cursor B

C

4
O eixo OX ¢ uma das diagonais prolongadas do losango. Munindo a
articulacdo B de um cursor que permita ao vértice B deslisar sobre o eixo

b?( , com uma ponta de ldpis colocada em M, tragcaremos um quarto de
elipse.

— Aparelho para estudo das transformacades

e Translacdo: Translador de Kempe (duplo paralelogramo articula-
do)

AB sendo fixo, M’ serd trans-
formado de M, pela translacao

AB.
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e Simetria em relacdo a uma reta.

Construindo o losango ABMM'
com dois cursores nos vértices
A e B e fazendo deslizar os
vértices mencionados sobre o

eixo OX , suporte da diagonal

AB , a cada posigdao de M tere-
mos o seu transformado M’ pe-
la simetria em relacdo a reta

OX.

e Pant6grafo (aparelho que serve para reproduzir um desenho numa
certa escala). Estudo das homotetias.

Seja a homotetia de centro O e de razdo 2/3. Construamos o pantdgra-
fo da sequinte maneira:

Consideremos como unidade de comprimento a distancia entre dois
furos consecutivos de uma mesma barra. Tomemos a barra OB de 24 uni-
dades e OA de 16 unidades. Construamos o paralelogramo como na figura
de modo que os pontos O, M e M’ fiquem alinhados; para tal o segmento
CM deve medir a metade de BC. Com o ponto 0 fixo e duas pontas de |4-
pis, uma em M’ e outra em M, fazendo o lapis em M descrever o desenho,
o l&pis em M’ nos daré o desenho homotético na razdo desejada.
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Combinando estes 3 aparelhos bésicos (que nos dao os 3 tipos de trans-
formacdes) podemos estudar produtos de transformacdes e por meio de
muitos exercicios chegarmos de uma maneira experimental a estrutura de
grupo,

GEOPLANO

Existem dois tipos de geoplano:

e Uma tdbua sobre a qual estdo pregadas taxas e tracado, em baixo
relevo, um reticulado (com as taxas nos centros dos quadrados do mesmo).

e Uma tdbua com taxas nos vértices de um poligono reqular e outra
no centro do polfgono.

Em ambos os tipos, com eldsticos de cores diferentes esticados e pre-
s0s nas taxas, os alunos formam poligonos.

— Aplicagdes do geoplano

e Figuras geométricas: Os alunos do 19 ano ginasial sabem normal-
mente reconhecer uma figura geométrica simples (quadrado, retdngulo,
tridngulos, paralelogramos, losango e outros} sempre que eles ocupem uma
posicdo particular. Um quadrado, por exemplo, ndo é reconhecido se uma
de suas diagonais for horizontal,

.
.
RN

) (2) 3) 4)

Apresentamos aos alunos o geoplano na posicdo da figura (1) e pergun-
tamos qual o nome da figura, A resposta de que é um quadrado é unanime.

Colocamos o geoplano na posi¢do da figura (2) sem deslocar o eléstico.
Repetindo a pergunta, alguns alunos responderao que € um losango.

Repetimos o movimento inicial varias vezes sem comentarios.
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Ndo precisamos intervir para que se crie na turma uma situacdo de
debates com forte maioria a favor do quadrado.

Apresentamos uma nova situagdo (figura (3)) e perguntamos o nome
da figura formada.

Teremos ainda alguns alunos respondendo que é um losango,

Colocamos o geoplano em uma outra posigdo (figura (4)) sem deslocar
o eldstico e repetimos a pergunta.

S6 a esta altura passamos a pergunta: ““por qué?”
As respostas farao aparecer uma definigdo correta do quadrado.

Nesta situagdo um professor habilidoso, aplicando vérios outros exer-
clcios, pode retirar o maximo das observaces dos alunos.

® Soma das medidas dos angulos internos de um tridngulo.

Queremos que os alunos fixem a sua atencdo sobre os dngulos internos
de um tridngulo, que observem estes trés angulos e que esta observacdo
seja espontanea.

Os dngulos, assim como os lados ou um elemento qualquer de uma
figura, ndo sdo objeto de observacdo quando a figura é estatica. A observa-
cdo nasce desde que haja uma variacio.

A comparacdo de dois ou mais triangulos, poders fazer concluir que a
medida de certo dngulo é maior ou menor do que a do outro, ou que
alguns éngulos sdo congruentes. Mas trata-se de uma observagdo que ndo
conduz a nada. Para que a observagdo seja construtiva no sentido matema-
tico da palavra é preciso que se passe de um caso ao outro de uma maneira
contfnua. Um filme seria o ideal, mas, ndo sendo sempre possivel este re-
curso, o geoplano ajuda bastante.

Coloquemos um elastico entre A e B e formemos os tridngulos conse-

cdtivos ABC, ABC’, ABC*, — ABC'"). Facamos os alunos observarem
todos os triangulos obtidos e escrever livremente suas observacdes.
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B AUEEaEE Os alunos observardo com certa
DO IR AT I Y4 I R facilidade que a base é sempre a
aloefafolfolel s No|[o]e] - mesma, que a altura varia, que os
el el T N1 ] triangulos sdo isésceles, que a drea
-l AT [ <IN+ [+ muda, que o perimetro muda e
ol [ads | o fet s |'s Nala] & também que as medidas dos angu-
o 78 RN TN T los mudam. Observardo gque en-
=t ,/’ “S. R 1 o quanto a medida do dngulo do vér-

tice diminui, as dos angulos da ba-
: = l = se aumentam.

Repetindo vérias vezes o movimento de baixo para cima e de cima pa-
ra baixo, induzimos o aluno a pensar nos dois casos limites: o caso dos la-
dos se tornarem paralelos e a medida do dngulo do vértice tender para zero
€ 0 caso em que a do angulo do vértice tende para 1809,

Nesta altura fazemos novamente o aluno escrever suas observacoes,
Muitos alunos concluirdo que o que se perde num angulo se ganha nos ou-
tros dois e que a soma das medidas dos angulos internos do triangulo, serad
sempre igual a dos dois casos limites.

Isto acontecerd devido a uma caracteristica do ser humano que faz
com que ele deseje sempre encontrar algo constante.

Lembremos que os antigos gregos, os primeiros gedmetras da humani-
dade, entre eles Zendo, ao quererem determinar a quadratura do circulo,
julgaram ser sua drea a média aritmética entre as dreas dos poligonos se-
melhantes, um inscrito e outro circunscrito. Eles também conclufram erro-
neamente, que o que se perde de um lado se ganha do outro.

No nosso caso presente este desejo de encontrar sempre algo constante
€ Gtil, pois, leva a uma conclusdo verdadeira, ndo havendo necessidade do
professor alertar o aluno de que este raciocinio através das situacdes |imi-

tes, nos leva as vezes a erros, como no caso da quadratura do cfrculo e de
outros.

— Areas das figuras

Formamos, com os eldsticos, diferentes figuras que delimitam super-
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ficies no geoplano. Adotamos por unidade de drea a medida da superficie
compreendida entre 4 taxas que sejam os vértices do menor quadrado pos-
sfvel.

Com esta premissa o professor poderd fazer exercicios que dém
oportunidade répida de recapitulacdo das férmulas relativas as dreas das
figuras geométricas classicas. Mas também, o que é mais importante, fard
desenvolver no aluno faculdades importantissimas na matematica que
sd0; atencdo e imaginagdo.

Para avaliar dreas o professor poderd instigar o aluno a usar outros

processos além da aplicacdo de férmulas como seja a decomposicao do
geoplano em partes menores a serem adicionadas ou subtrafdas.

Por exemplo:

Para calcular a area do tridn-
gulo formado pelo eldstico, o aluno
pode calcular a drea do retangulo
ABCD e retirar as dreas excedentes.

Assim o aluno facilmente cal-
cular: 6 quadrados — (1+1+1+1/2)
quadrados = 5/2 quadrados.

OUTRO MATERIAL DIDATICO muito interessante é um aparelho de
facil construcdo que permite dar a nocdo de semelhanca de triangulos,

O aparelho é constituido de uma lampada puntiforme S, colocada a
uma certa distancia de um anteparo ¢. Entre S e ¢ cologuemos um trian-
gulo de papeldo T sustentado por uma haste contida no plano do tridngulo
e enfiada em A sobre um suporte horizontal de modo a poder girar em

torno de A.
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Em particular poder-se-a fazer girar a Haste, no plano perpendicular ao
anteparo.

O triangulo esta fixado a haste de tal maneira que numa de suas posi-
cdes possa ser paralelo ao anteparo. Na figura acima os triangulos T e T’
sio semelhantes { T paralelo ao anteparo) enquanto que o tridngulo T e

T' ndo o sdo.

Pela descricdo ndo se pode imaginar o quanto a observagao das som-
bras do tridngulo sdo sugestivas; estas sombras se deslocam e mudam de
tamanho e de forma a medida que mudamos a posi¢do da haste. Entre to-
das essas sombras hd somente uma que possue a mesma forma que a do
triangulo dado; sobre o anteparo hd um s6 tridangulo semelhante ao trian-

gulo dado.

Em seguida passamos desta experiéncia qualitativa a uma experiéncia
quantitativa, fazendo os alunos medir. Poder-se-a verificar que se T' tem
a mesma formaque T,acadapontoPde T corresponde_ré um outro ponto
P' de T' que se encontra sobre a reta SP e tal que med. (SP ') = k. med. (SP).
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Como dissemos este aparelho serve para introduzir a nocdo de seme-
lhanca, pois so se pode chegar a uma defini¢do através da observacdo e s0
se pode observar quando se comeca por uma experiéncia.

A experiéncia a qual nos referimos permite ao aluno fazer um grande
namero de *descobertas matematicas’ e ao professor “observagdes psico-
logicas”,

MONTE-PINOS

Para. a introducdo das diferentes bases de numeragdo usamos, com
muito proveito no Instituto de Educacdo da Guanabara e em outras esco-
las, 0 jogo monte-pinos. Este jogo é formado de bastonetes cilindricos
todos do mesmo tamanho, munidos de um sistema de encaixe que permite
sejam eles reunidos em 3 dire¢des.

O 0 0 o
(O) o o o0 o }
O U U O

Cada bastonete representa uma unidade de 12 ordem.

Damos a cada aluno uma quantidade de bastonetes e pedimos que se-
jam reunidos, de acordo com a base, no sentido longitudinal. Formam-se
assim unidades de 22 ordem, sob a forma de bastdes mais compridos que o
bastdo unidade, todos do mesmo tamanho de acordo com a base dada.
Provavelmente sobrardo bastoes-unidades que ndo foram suficientes para
formarem uma unidade de 22 ordem. Estes serdo reservados para serem
computados no final.

Reunindo os bastdes-unidade de 22 ordem num dos outros sentidos,
formaremos uma ou mais unidades de 32 ordem, cujo aspecto € aproxima-
damente de uma tdbua. Aqui também podem ou néo sobrar bastoes de 28
ordem. Os que sobrarem serdo reservados juntos com os de 12 ordem re-
manescentes.

Repetimos a operacdo com as tdbuas de 32 ordem, formando aproxi-
madamente paralelepipedos, que representam unidades de 4@ ordem.
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Exemplo: Tomemos 13 bastonetes e escrevamos o numero 13 na base 2.

19 etapa

0 P

o P Sobra:

o P

o 1> 0 0 0 0
(4] o o° [

ob

g

0 -

op

23 etapa

© © o ©
© © o o

N3o sobra nada

o O © ¢
o O o ©

32 etapa

o © ocoole o o 0O

49000(00000

o ¢ o o

0 © o ©c o0 9

o © oo

13= 1101(2)

Note-se que com este material ndo podemos ir além das unidades de 43
ordem, mas isto é o suficiente para o aluno observar e tirar as suas conclu-
sdes depois de ter efetuado varias experiéncias.
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AUDIO-VISUAL

Dentro das técnicas modernas surge com grande destaque o auxiliar
audio-visual.

Desde longa data, todos aqueles que desejam transmitir ao pubiico in-
formacoes, utilizam-se dos meios audio-visuais. Alids estes auxiliares sdo
mais antigos do que a propria instituicdo da escola como organismo re-
gular.

No Egito descobriu-se uma antiga inscri¢do que diz: “Quando os olhos
véem, quando os ouvidos ouvem, tudo chegara ao coragao”".

Um velho provérbio chinés afirma que: “Uma imagem vale por 5000
palavras”’.

Na idade média quando a linguagem escrita era bem pouco difundida
os padres ensinavam religifo ao povo por meio dos “mistérios’’, reprodu-
cdes ao vivo de passagens da historia sagrada.

Também os jesu (tas na catequese dos indios do Brasil usaram o mesmo
Processo.

A rigor de termos, o proprio quadro negro e o giz poderiam ser consi-
derados um recurso audio-visual, mas, devido a sua larga difusdo, quando
nos referimos aos auxiliares audio-visuais nos estaremos referindo a qua-
dros murais, discos, filmes, retroprojetor, gravador, televisdo etc. . .

A ciéncia ja comprovou que para ouvirmos dois sons consecutivos niti-
damente é preciso que haja entre um e outro um intervalo de 1/10 de se-
gundo, enquanto que para vermos distintamente duas imagens basta que o
intervalo seja de 1/23 do segundo. Isto quer dizer que o cérebro capta as
impressdes visuais 2 vezes e um terco mais depressa do que as auditivas.
Isto ndo exclue a utilizacdo da palavra no processo da aprendizagem. As
duas técnicas devem vir sempre combinadas de uma maneira bem dosada.

Os alunos, na sua capacidade sensorial classificam-se em 3 tipos: visuais,
auditivos e mistos.

O fato de que a maioria esmagadora pertenca ao 19 tipo, ndo exclue
que haja necessidade da explicacdo da imagem, pois, este 19 tipo € o grupo
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dos alunos que aprende melhor quando v€ também e nao quando v€ so-
mente,

» * *

Como jé foi citado no artigo anterior, este artigo data de 1967. Muitas
das técnicas descritas eram, na época, desconhecidas e hoje em dia sdo
muito utilizadas, em particular as reguinhas de Cuisinaire. No artigo origi-
nal descreviamos o Ensino Programado hoje pouco apreciado por ser con-
siderado adestrador.
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TRANSLACOES E SIMETRIAS NO PLANO

Estela Kaufman Fainguelernt
Noelir de Carvalho Bordinhdo

USU — GEPEM
Ao Caro Mestre José Carlos de Mello e Souza

Hoje é o amanh3 de ontem e o ontem de amanha. Ontem desfrutava-
mos da companhia do querido mestre José Carlos de Mello e Souza e apro-
veitdvamos suas intervencoes sempre claras, simples e sdbias. Hoje, cabe a
nds levar adiante suas idéias e conselhos tentando passa-los aos nossos co-
legas e alunos.

Uma de suas constantes observacOes sempre nos vem a memoria —
“Aprender Matemdtica, dizia, é como aprender a nadar. Os movimentos
necessérios parecem simples a um observador. No entanto, para consegui
los é preciso comecar batendo os pés, depois os bracos, treinar a respiracdo
e o folego, também, as vezes, “engolir ééua", enfim exercitar-se progressi-
vamente até poder flutuar e nadar com tranquilidade. Aquele que apenas
observa e depois se atira na dgua, tentando imitar, certamente se atrapalha,
se afoga ou fica com horror a 4gua.”

Nés estamos, cada vez mais, convencidas de que para aprender mate-
maética é preciso ““fazer matematica’ gradativamente, Nao podemos ficar
restritos @ mera aplicacdo de férmulas e de resultados estabelecidos pois
assim ‘‘afogaremos” nossos alunos. E fundamental partir da intuigdo, de
dados concretos e experimentais, explorar as aplicagOes, desenvolver o ra-
ciocinio l6gico para, s6 entdo, chegar aos processos de abstragdo e de gene-
ralizagdo.

A geometria oferece um vasto campo de idéias e métodos que se pres-
tam especialmente a este tipo de abordagem. As transformacGes do plano,
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por exemplo, podem ser introduzidas desde as primeiras séries do 19 grau;
as criancas adquirem seus conceitos intuitivamente vivendo situagdes, exe-
cutando movimentos e mexendo com figuras. A partir da 52 série tais no-
coes comecam a ser organizadas, porém de forma elementar. Ao longo do
29 grau o aluno j4 é capaz de utiliza-las no estudo das fun¢des, na constru-
¢do de gréaficos, no estudo dos vetores e das matrizes etc; ao final do 20
grau as transformagdes j4 podem ser tratadas na sua forma abstrata a qual
fornece modelos matematicos aplicaveis a outras dreas de conhecimento,

Exemplificando, e sem nenhuma pretensdo de esgotar o assunto, apre-
sentamos algumas atividades referentes a transformacGes do plano tiradas
de nossa vivéncia em sala de aula. Selecionamos apenas duas delas: a trans-
lacdo e a simetria, Naturalmente as demais podem ser tratadas de maneira
andloga. Com estes exemplos, pretendemos ilustrar trés dos momentos da
vida do aluno em que 0s mesmos contelidos sdo abordados dentro do seu
nivel de desenvolvimento e capacidade de apreens3o, sem perder de vista a
conceituacdo matemadtica correta,

Iniciamos com o significado destas palavras na linguagem corrente, se-
gundo o “Aurélio”.

TRANSFORMACAQ - “E o ato ou efeito de transformar; metamorfose.;’

TRANSLACAO — “E o ato ou efeito de transladar, de transportar. E
o movimento de um corpo no qual todas as parti-
culas tém, em cada instante, a mesma velocidade e
esta mantém a direcdo constante.”

SIMETRIA — “Correspondéncia em grandeza, forma e posicdo
relativa, de partes situadas em lados opostos de
uma linha, ou de um plano médio ou ainda que se
acham distribuidas em volta de um centro ou
eixo.”

Podemos observar que as definigdes acima estdo ligadas a idéia de mo-
vimento; o que as diferencia é a forma como esse movimento se processa.
Assim, antes de definigées ou férmulas, o aluno deve perceber, assimilar
e utilizar estas diferencas.
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Exemplos de Atividades
ATIVIDADE 1

Nesta etapa o aluno é levado a adquirir intuitivamente as nocdes de
translagdo e de simetria através de atividades, tais como:

® Realizar movimentos com o préprio corpo ou com objetos (cartei-
ras, livros, esquadros etc. ), deslocando-os ou colocando-os simetrica-
mente e descrevendo verbalmente os movimentos efetuados.

e |dentificar os movimentos de figuras.

Ex.: Observe as figuras e diga o que ocorreu na passagem da fig. 1 para
a fig. 2.

fig 1 fig 2

b)

P le P
fig 1 fig 2
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fig1

fig 2

e Reproduzir os movimentos, escolhendo e desenhando uma figura
que represente 0 movimento identificado.

Ex.: a) Reproduza, por translagdo, no espaco ao lado a figura |, ob-
tendo a figura I1:

L 11
A\

4
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@ a) Observe a figura | abaixo:

Fig Tii

fig |l

b) Decalque em papel transparente a figura | e marque os pontos
AeB.

c¢) Mantendo o decalque entre as retas r e t, desloque-o para ci-
ma e reproduza a figura no papel quadriculado (figura I1).

d) Compare as figuras | e || e determine:

e s semelhangas:

e se elas sdo do mesmo tamanho:

e se elas ocupam a mesma posi¢do no plano:

e) A figura || é uma transformada da figura 1?7 _____ Por qué?
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@ a) Observe a figura abaixo:

A!

b) Mega com a régua e complete:
e m(0OA) =
e m(OB)
e m(OA")
e m(0B)

c) Compare as medidas utilizando > , < ou=:
e mDA)_ __ miDAY)
e m(OB) __m(OB")

d) A transformacdo apresentada é uma simetria central?
Em caso afirmativo, indique o centro de simetria:




Encontre os transformados das figuras abaixo, aplicando a sime-
tria central, sendo O o centro de simetria:

¥
//
—~— /l
M~
P~ <
e
F
L~ s
& Dl | ~
Vi B s
2 ’
| !
i
@ a) Observe a figura:
r
A
|
D
& 3
F |G




