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APRESENTACAO

Este Boletim Especial do GEPEM pretende ser um instrumento de
divulgagio ¢ de informagdo para educadores, professores, alunos de
praduagdo e de pos-graduagio em Matematica ou Educagio Matematica das
principais contribuigdes teoricas recentes ao Ensino da Geometria.

O Boletim foi claborado tendo como base os principais artigos
trabalhados ¢ analisados durante o curso: "Ensino e Aprendizagem da
Geometria” oferecido pela Pos-Graduagido em Educagio Matemitica - USU
¢ ministrado pela Dra. Rina Hershkowitz do Departamento de Ensino de
Ciéncias do Weizmann Institute of Scicnce, Rehovot. Isracl com o gual a
Pos-Graduagio em Educagio Matemitica da Universidade Santa Ursula
mantém um convénio de cooperagdo técnico-cientifica.

O curso foi oferecido a professores, alunos da pés-graduagdo ¢
alunos da graduagdo.

Os trés principais temas subjacentes a0 curso proposto eram:

- Geometria como a ciéncia do espago.

- Geometria como estrutura matemitica.

- Pensamento Geométrico como um componente essencial em
muitas dreas.

O curso foi organizado numa combinagio de oficinas ¢ leituras,
acompanhado de exercicios ¢ leituras colaterais. Além disso manteve-sc uma
preocupagdo constante de estabelecer uma interface ativa entre fcoria ¢
pratica.

Os 16picos abordados foram:

1 Geometria ¢ Pré-Escola

1. Percepgio (formas, dimensbes, orientagoes, codificagiio €
decodificagiio). ¢

2. Modelo de Van Hicle para o pensamento geométrico , descrigio,
aplicagoes, pesquisas bascadas na teoria de Van Hicle, conseqiiéncias,
limitagoes.

3. Exemplos de Desenvolvimentos Curriculares: O Programa Agam
para pensamento visual,

11. Formagiio do Conceito Geométrico

I. Alguns fundamentos tedricos (por exemplo: Rosch ¢ Mervis).

2. Estruturas epistemoldgicas dos conceitos geometricos,

3. Pensamento visual versus pensamento analitico no processo de
desenvolvimento de conceitos geométricos.

4. Defini¢do conceitual: - Um instrumento passivo ou alivo para a
formagao de conceitos em Geometria?

111 Processos Utilizados no Raciocinio em Geometria
|. Processos de generalizagio,
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2. O que existc entre a justificativa intuitiva do aluno ¢ a "prova
formal"?
3. Implicagdes para o ensino da Geometria.

IV. O Papel do Microcomputador no Ensino ¢ Aprendizagem da
Geometria

1. Softwares no ensino da Geometria: quais ¢ para qué?

2. A revolugio do microcomputador no ensino-aprendizagem da
Geometria,

V. O Futuro do Ensino da Geometria - algumas esperangas

VL Geometria ¢ as Outras Areas da Educagio Matemitica

Como seria impossivel cobrir todos os aspectos abordados durante o
curso. selecionamos alguns artigos. de co-autoria da Dra. R. Hershkowitz,
significativos para nosso objetivo de divulgar ¢ informar sobre as pesquisas
ledricas mais recenles e relevantes da drea.

Sclecionamos cinco artigos ao mesmo lempo representativos e
diversificados do trabalho que foi desenvolvido durante o curso. com
tradugao de Prof. Paulo Colonese.

- Aspectos Psicoldgicos da aprendizagem da Geometria
Uma revisio sobre as principais pesquisas ¢ suas
fundamentagées tedricas sobre o ensino-aprendizagem da Geometria.

- O Projeto Agam - Cultivando a Cognigiio Visual em Criangas
da Pré-Escola,
Um programa desenvolvido para alunos da Pré-Escola
sspecialmente dedicado ao desenvolvimento da cognigiio visual,

= Visualizagio em Geometria - As Duas Faces da Moeda
Uma experiéncia com formas nio conhecidas por alunos ¢
professores visando desenvolver um espirito critico em relagdo a definigdes,
atributos ¢ conceitos novos.

- Atividades com Professores Bascadas em Pesquisas Cognitivay.
Um excmplo de pesquisa-agio sobre a formagio de
professores.

- O Software LOCI ¢ Pensamento Visual.
Um software desenvolvido para explorar o conceito de
lugar geométrico.

Maiores informagdes (ou consultas) sobre os trabalhos desenvolvidos

durante o curso poderdo ser obtidos através da Secretaria da Pos-Graduagio
em Educagio Matematica-USU ou através da Sccretaria do GEPEM.

2



ASPECTOS PSICOLOGICOS DA APRENDIZAGEM DA
GEOMETRIA
Rina Hershkowitz
com a colaboragio de Ben-Chaim, Celia Hoyles, Glenda Lappan,
Michael Mitchclmore & Shlomo Vinner

Introdugao

Existem dois aspectos principais clissicos do ensino e aprendizagem
da Geometria: a visio da Geometria como a ciéncia do espago ¢ a visdo da
Geometria como uma estrutura légica, onde a Geometria ¢ o ambiente no
qual o aprendiz pode desenvolver suas impressdes sobre a estrutura
matemitica (Freudenthal, 1973). Num estagio mais avangado, este ambiente
geométrico adquire um significado mais amplo, sem a necessidade de um
ambiente real (concreto) que o fundamente,

Hi um consenso de que estes dois aspectos estdo ligados porque
alguns niveis da Geometria - enquanto ciéncia do espago - sfio necessarios
para aprendizagem da Geometria - enquanto estrutura logica. Este ponto de
vista - aquele que entende as diferentes fases da aprendizagem da Geometria
como um processo de desenvolvimento - ¢ intrinseco na maior parte do
trabalho tedrico de pesquisa ¢ do ensino realizado sobre 4 Geometria, sendo
0 fio condutor que conecta as diferenics segdes deste artigo.

As vinas fases da aprendizagem da Geometria levantam diferentes
tipos de questes psicologicas. Sc encaramos a Geometria como a ciéncia do
espago em geral, as questdes iniciais sdo bastante amplas, tais como:

* Como as criangas percebem sua vizinhanga !
* Que tipos de codigos sio utilizados no processamento  das
informagbes visuais?

As questdes tornam-se mais especificas se nos delivermos somente
em relagiio a visvalizacdo, por exemplo:

* Que tipos de habilidades visnais sio necessarias para a
aprendizagem da Geometria? Em particular, como as criangas criam
uma documentagio (registros) de sua vizinhanga ¢ como elas
interpretam esta documentagio; isto ¢, como as criangas descrevem
(verbalmente ou visualmente) o mundo tridimensional ¢ como elas
interpretam tais descrigbes?

Algumas destas questdes serfio discutidas na secdo sobre visualizagio,
Outro tipo de questdio lida com os processos de construgdo de
conceitos basicos (por exemplo, as principais figuras geométricas) ¢ as
mterrelagdes entre os elementos de um mesmo conceito e entre diferentes
conceitos. Tais questdes serdo discutidas na secdo sobre conceitos e
interrelacdes. Estudos dentro do dominio da Geometria enquanto uma
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cstrutura logica levantam questdes sobre generalizacdes ¢ processos de
provas. Estas questdes serdo discutidas na seqao sobre conjecturas e provas.

Nos tltimos anos. foi desenvolvida uma consideravel quantidade de
pesquisas envolvendo a Geometria num ambicntc de aprendizagem
informatizado. Os fortes clementos visuais fornecidos pelo computador, o
seu potencial intcrativo ¢ o modo como os objetos visuais podem ser
facilmente manipulados ¢ vistos de diferentes perspectivas (€m atraido
muitos cducadores matematicos. A maior parte dos trabalhos apresentados
no International Group for the Psychology os Mathematics Education (PME)
sobre esta questio 1€m focalizado o ensino da Geometria ¢ néo o computador
em si mesmo.  Existe um  interesse comum cm usar a interagio
crianga<->computador para criar situagdes de aprendizagem que facilitem ¢
provoquem a aquisicdo de habilidades visuais, de conceilos geométricos
cspecificos ou de processos mentais. Portanto, nds podemos antecipar
questdes e tendéncias de pesquisa conforme elas forem "refletidas” no
cspelho do ambiente informatizado. Esta reflexdo levanta questoes
relevantes as questdes apresentadas anteriormente, como também traz novos
insights ¢ abre novas 4rcas de investigagdo. A contribuigio especial do
computador serd discutida em cada uma das segbes seguintes.

De modo a contextualizar as pesquisas ¢ as suas aplicagies ao cnsino
apresentados neste artigo, comegaremos com uma discussdo sobre alguns
fundamentos teoricos.

Svbre as Teorias e Suas Linhas de Pesquisas

Podemos distinguir duas abordagens principais na forma como as
pesquisas cognitivas estio relacionadas as teorias. Na primeira, a teoria
bascada numa abordagem fop-down, o foco de interesse csti na leoria que se
supde seja confirmada ou rejeitada. O conteudo geométrico e as tarcfas que
sio selecionadas nestas investigagoes top-down sio escolhidas de modo a se
ajustarem a0 modelo tedrico e nio refletem necessariamente os conteidos
comuns ¢ os processos envolvidos na aprendizagem da Geometria, A
segunda abordagem, hoftom-up, adota o contendo ¢ a cstrutura a serem
aprendidos como ponto de partida de suas investigagoes; a compreensio ¢ a
explicagio das dificuldades ¢ processos do aluno sdo os objetivos principal
destas pesquisas. De acordo com esta abordagem, a teoria ndo ¢ a base para
o projeto de pesquisa, mas € usada como um instrumento para cxplicar as
situagdes ¢ os resultados levantados pela pesquisa, quando a leoria estd
adequada (Balacheff. 1987b). As pesquisas podem ainda conduzir ao
aperfeigoamento das teonas ou mesmo a formulagdo parcial de novas
feorias.

A distingio anterior entre cstas duas abordagens €, em certo sentido,
uma super-simplificagdo ¢ podemos encontrar trabalhos de pesquisa que
estejam entre as duas abordagens. Entretanto, a maior parfe das pesquisas
cognitivas correntes. incluindo as pesquisas sobre Geometria desenvolvidas
pelo Grupo do PME, concentram-s¢ na segunda abordagem, enquanto a
primeira abordagem foi mais prevalente ha alguns anos atris. Desta forma, a
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discussdo nas proximas segdes deste artigo considera as teorias ¢ as teorias
parciais como instrumentos de pesquisa ¢ de ensino. No restante desta segio,
discutiremos algumas caracteristicas de teorias relevantes, acompanhadas de
exemplos de pesquisas bascadas nas mesmas,

Praget

Em sua teoria da concepgdo do espago da crianga (Piaget&Inhelder,
1967) ¢ da concepgio da Geometria da crianga (Piaget, Inhelder &
Szeminska, 1960) Piaget descreve o desenvolvimento da representacio
espacial da crianga. Este foi definido como a imagem mental do espago real
em que a crianga estd atuando, onde "a representagio mental ndo ¢
meramente uma consulta aos dados de um arquivo da meméria. Ela ¢ uma
reconstrugio ativa de um objeto no nivel simbélico.” (J.I. Martin,
1976a,p.28). Este processo ndo ¢ puramente perceptivo. Nas palavras de
Piaget: ’

A percepgdo é o conhecimento dos objetos resultante do
contato direto com os mesmos. Ao contrdrio disto, a representagdo
ou imaginagdo envolve a evocagdo dos objetos em sua auséncia ou,
quando ocorre paralela a percepgdo, em sua presenga. Ela completa
o conhecimento perceptivo pela referéncia a objetos ndo percebidos
realmente. (Piaget & Inholder, 1967, p.17)

Com certa simplificagiio, podemos dizer que Piaget, a seu modo,
cstava interessado nas transformagdes mentais do espago real para a
representagdo do espago da crianga, naqueles atributos dos objetos reais que
sdo invariantes sobre estas transformagdes ¢ como eles se¢ modificam com a
idade. De acordo com a Teoria de Piagel, as primeiras transformaces da
crianga sdo aquelas que conservam os atributos topologicos dos objetos (por
exemplo, interior ¢ exterior de um conjunto, periferia (limites) de um
conjunto, conectividade, fechamento ¢ abertura de curvas). Apenas mais
tarde. a crianga ¢ capaz de transferir para sua representacdo do espago os
atributos Euclidianos dos objetos (por cxemplo, comprimento de linhas ¢
{amanho de 4ngulos). Os resultados desta transformagdes Euclidianas sdo as
conservagiies dos conceitos de comprimento, drea, volume, etc. E apenas
neste ponto que a crianga, de acordo com Piaget. pode executar tarefas de
mensuragio ¢ de niveis mais altos.

O volume de pesquisas baseadas nas pesquisas piagetianas tem sido
bastante amplo ¢ diversificado. Alguns estudos (Dodwell, 1959; Lowell,
1959) forneceram apoio a suas teorias, enquanto outros (J. L. Martin, 1976:
Taloumis. 1975) forneceram evidéncias contraditorias as teorias piagetianas.




Van fiele

Enquanto as teorias piagetianas relacionamm fundamentalmente a
Geometria com a ciéncia do espago, as teorias de van Hicle combinam duas
vistes da Geometria, como ciéncia do espago ¢ como instrumento com o
qual demonstrar uma estrutura matemdtica. A teoria distingue niveis
seqiienciais do pensamento geométrico (Freudenthal, 1973; Hoffer, 1983;
van Hiele & van Hiele-Geldof, 1958; Wirszup, 1976, ¢ muitos outros). Além
disso, a teoria de van Hicle sugere fases de ensino que auxiliem o
desenvolvimento das criangas através destes niveis, Os niveis, numa
descrigdo resumida, seriam (Hofler, 1983; Usisnkin, 1982):

Primeiro Nivel: Reconhecimento ou  Visualizagio: As
criangas percebem os conceitos geométricos em  termos de sua
aparéncia [isica, as figuras sdo reconhecidas pela sua forma, como
um todo, e nio pelas suas propricdades.

Segundo Nivel: Andlise: As criangas podem analisar as
propriedades das figuras.

Terceiro Nivel: Ordem. As criangas podem ordenar
logicamente figuras ¢ relagbes, mas nfio podem operar dentro de um
sistema matematico, Portanto, uma dedugdo simples pode ser
acompanhada, mas uma prova completa niio ¢ compreendida.

Quarto Nivel: Dedugio. As criangas compreendem o
significado da dedugdo e o papel dos diferentes elementos na
cstrulura dedutiva. Portanto, as provas podem ser “reinventadas”
pelas criangas ou ao menos, compreendidas.

Quinto Nivel: Rigor. As criangas podem trabalhar numa
variedade de sistemas axiomdticos ¢ sdo capazes de fazer dedugoes
abstratas. Por cxemplo, uma Geometria nido-euclidiana pode ser
compreendida.

Mais tarde, a teoria de van Hiele foi modificada e reduzida a trés
niveis (van Hicle, 1987): o primeiro, segundo ¢ terceiro nivel (que inclui,
mais Ou menos, oS outros (rés niveis apresentados acima). Ouiras
caracteristicas da teoria de van Hiele sio as seguintes:

* A Memorizagido ndo ¢ considerada ao caracterizar qualquer um dos
niveis.

* A crnianga avanga de um nivel para o nivel seguinte, sem saltar
nenhum dos niveis. (sdo segiienciais),

* Os niveis sdo discretos ¢ globais; islo €, a crianga estd no mesmo
nivel em diferentes contextos.

* As criangas que cstejam num determinado nivel ndo podem
interagir ou compreender o ¢nsino em niveis mais clevados.



* O desenvolvimento do pensamento do individuo de um nivel para o
nivel seguinte ¢ consequéncia do ensino e de experiéncias de aprendizagem
¢ ndo depende muito da maturidade.

Esta claro que a teoria de Van Hicle assume como meta final da
aprendizagem da Geometria a construgdo da Geometria enquanto uma
cstrutura dedutiva, mas com a Geometria enquanto ciéncia de nosso
ambiente sendo um pré-requisito necessério.

A teoria de van Hiele, especialmente o modelo dos niveis, tem atraido
muitos educadores ¢ pesquisadores matemdticos. A maioria das pesquisas
bascadas na teoria de van Hicle tem sido realizadas nos Estados Unidos.
(Para conhecer os trabalhos russos de mais de 20 anos atris, consulte
Wirszup, 1976). As hipdteses de que os niveis possam ser identificados,
scjam discretos ¢ formem uma hierarquia tém sido pesquisadas ¢ os aspectos
preditivos do modelo tem sido investigados. Além disso, tém sido feitas
tentativas de usar o modelo como base para elaboragdio de curriculos e livros
didaticos,

A generalidade ¢ a globalidade do modelo de van Hicle sdo ao mesmo
tempo sua forga e sua fraqueza, De modo a utilizé-lo em pesquisas ¢ no
ensino ¢ necessirio cstabelecer instrumentos operacionais pelos quais se
possa determinar o nivel de desenvolvimento particular de um individuo.
Portanto, na maioria das pesquisas ¢ do ensino, foram feitos esforgos para
estabelecer estes instrumentos (por exemplo, Usisnkin, 1982; teste de Hoffer,
1981, tabelas),

Os resultados das pesquisas mostraram que, em geral, os niveis criam
a hierarquia descrita ¢ coincide com o comportamento das criangas, com
poucas excegles:

* O lugar do quinto nivel de van Hiele na hicrarquia néo esta claro,

(Usisnkin, 1982).

* O cardter discreto ¢ a globalidade dos niveis sdo duvidosos, o que
significa que uma crianga pode atuar em diferentes niveis em diferentes
contextos ou que pode at¢ mesmo mudar de nivel numa mesma tarefa.
(Burger & Shaughnessy, 1986. Gutierrez & Jaime, 1987, Mayberry, 1983).

As ultimas descobertas levam a questionar um curriculo baseado na
diversidade (broad-based) versus um curriculo baseado na especificidade
(narrow-based), isto €, s¢ devemos introduzir muitos conceitos geométricos
is criangas ¢ progredir com cada um deles ¢m paralelo até chegarmos ao
lerceiro nivel de van Hiele (a abordagem usual) ou introduzir uma colegio
limitada de conceitos as criangas, por exemplo, quadrilateros, e progredir até
2 terceiro nivel e s6 entdo introduzir conceitos mais amplos.

Esta questio tem sido discutida intensivamente nos encontros do
Grupo de Geometria nas Conferéncias do PME (Hershkowitz & Vinner,
1987). Ela ainda nccessita ser pesquisada ¢ pode ter um importante papel no
plancjamento do ensino da Geometria.

Um uso tipico das pesquisas de van-Hiele tem sido a determinagiio
dos niveis de uma determinada populagio. Por excmplo, Mayberry (1983),
Matos (1985) e Gutierrez & Jaime (1987) estudaram o descmpenho de
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professores em formagio da escola basica em suas respectivas cidades ¢
descobriram que cles geralmente atuam no primeiro ou no segundo nivel de
van Hiele.

Um exemplo tipico ¢ fornecido pelo trabalho de De Villiers ¢ Njisane
(1987). Eles conduziram um estudo detalhado com alunos do curso
sccundario. Para tornar os niveis de van Hiele mais operacionais, elcs
desenvolveram seu proprio teste. Os itens variavam de simples questoes
(como indicar os dngulos alternos quando duas paralelas sdo cortadas ou
listar as propriedades de uma determinada figura como um paralelogramo)
até questdes que requeriam a interpretagio de definigdes formais ¢ a
construgdo de provas formais. Muitas questdes lidavam com conteldos
encontrados normalmente no curriculo secundario. De Villiers ¢ Njisane
distinguiram oito catcgorias de pensamento geométrico necessirios a
resolugio das diversas questoes:

I. Reconhecimento ¢ representagio de figuras tipicas.

2. Reconhecimento visual de propricdades.

3. Uso e compreensdo da terminologia.

4. Descrigio verbal das propricdades de uma figura ou

seu reconhecimento pela descrigiio verbal.

5. Dedugdo direta.

6. Dedugoes indiretas.

7. Classificagdes hierarquicas (relagdes de inclusiio).

8. Leitura e interpretaciio de definigoes apresentadas.

Suas andlises os levaram a cstabelecer que: (a) as categorias | ¢ 2
pertencem a0 primeiro nivel de van Hicle; (b) as categorias 3 e 4 pertencem
ao segundo nivel de van Hicle; ¢ (c) as categorias 5 e 6 pertencem o terceiro
nivel

Eles levantaram dividas quanto a categoria 7. De acordo com a teoria
de van Hicle. a classe de inclusdo ¢ uma relagiio entre conceilos ¢ seus
atributos ¢ portanto estaria no terceiro nivel. Mas de acordo com scus
resultados, este cra a categoria mais dificil. (O modelo reduzido de van Hicle
resolve este problema). Como ji era esperado, cles descobriram que a
porcentagem de criangas respondendo corretamente num determinado nivel
aumenta com o nivel da turma daquela série escolar (maturidade,
experiéncia, ou ambos?) mas diminuia conforme o nivel da séric aumentava,

Outra utilizagiio tipica do modelo da van Hiele tem sido as pesquisas
realizadas no ambiente de aprendizagem Logo. Os fundamentos deste tipo
de pesquisas estdo baseados em dois aspectos:

* A nccessidade de cobrir a lacuna curricular entre o nivel da
Geometria da escola elementar ¢ o nivel necessario para a aprendizagem da
Geometria no sccundirio; aqui as sequéncias instrucionais bascadas no
modelo de van Hiele parecem se adequar bastante bem.

* O fato de que o Logo pode ser usado como um ambiente de
aprendizagem geométrico de alto nivel ¢, portanto, tem o potencial de ser a
base em que esta ponte necessaria pode ser construida.
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A questdo geral ¢é se as experiéncias de aprendizagem com Logo
podem acelerar o desenvolvimento da crianga através dos niveis de van
Hicle, Por exemplo, Scally (1986, 1987) usando uma abordagem clinica com
entrevistas, pré-testes ¢ pos-testes com grupos experimentais ¢ de controle,
investigou como o ambiente Logo pode fornecer experiéncias do segundo e
terceiro niveis de van Hicle para,alunos do primeiro ano secunddrio partindo
no curso de Logo do primeiro ¢ segundo niveis. Seu trabalho envolvia o
desenvolvimento de uma definigao operacional dos niveis de van Hiele para
o conceito de fingulo, como base para as entrevistas dos alunos. Ela analisou
o desenvolvimento dos alunos dentro de cada nivel ¢ entre os niveis ¢
descobriu que os alunos com a experiéncia Logo desenvolveram-se mais do
que o grupo de controle.

Ludwig ¢ Kicren (1985) investigaram, além da questio acima, uma
questio mais simétrica, isto é as interrelagbes entre o conhecimento
geométrica construido de acordo com o modelo de van Hicle ¢ a utilizagio
do Logo. Eles filmaram o comportamento dos alunos da sétima série
enquanto aprendiam transformagdes geométricas usando o Logo. A analise
das fitas de video mostraram uma interrelagdo positiva: A experiéncia da
utilizagio dos procedimentos Logo como instrumentos de pensamento para
representar idéias geométricas parece facilitar o descnvolvimento de idéias
geométricas do primeiro nivel para o scgundo nivel de van Hicle.

A Visualizagdo no fixemplo 3D <= 2D

Visnalizagdo geralmente se refere a habilidade de representar,
transformar, gerar, comunicar, documentar ¢ refletir sobre informagio
visual. Fischbein (1987) ao analisar a visualizagio, afirmou que “muito
freqiicnicmente o conhecimento intuitivo ¢ identificado com a representacio
visual. E uma afirmativa trivial que nos tendemos naturalmente a pensar em
lermos de imagens mentais ¢ que aquilo que ndo conseguimos imaginar
visualmente ¢ dificil de perceber mentalmente.” (pag. 103). Ele continua
argumentando que

a representagdo visual contribui para a organizagdo da informagio em
representagbes sinopticas e desta forma, constitui um fator importante
da globalizagio. Por outro lado, a concretude das imagens visuais ¢
um fator essencial no estabelecimento do sentimento de  auto-
cvidéncia ¢ mediagio. Uma imagem visual ndo apenas organiza os
dados disponiveis cm estruturas significativas mas ela também ¢ um
fator importante na orientagio do desenvolyimento analitico de uma
solugdo. (pag, 104).

Exist¢ uma concordincia geral de que a visualizagdo ¢ imporiante
ndo apenas pelo seu proprio valor, mas também por que o tipo de processos
mentais envolvidos sdo necessarios em (e podem transferir-se para) outras
arcas da matematica (veja Bishop, 1989), Esta concorddncia geral
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fundamenta a linha de pensamento expressa por Fischbein, sendo
especialmente relevante, € claro, @ Geometria, na qual os clementos visuais
formam alguns dos "blocos de construgiio.” Bishop (1983) fez uma distingfio
entrc "a habilidade de processamento (HP)" e a "habilidade para
interpretagdo de informagdo figurativa (HIFI)." Ele descreveu HP como
cnvolvendo "a visualizagio ¢ a translagio das relagbes abstratas e
informagbes ndo figurativas para termos visuais" (pag. 184). Se nos
seguirmos a diferenciagio de Bishop. nds podemos classificar rigorosamenic
as pesquisas sobre visualizagio em investigagdes do processamento visual do
propric dominio visual ¢ em investigagbes do processamento visual dos
dominios nio visuais.

Neste artigo, nos estamos preocupados com a visualizagdo em relagdo
a aprendizagem da Geometria, que em certo sentido ¢ um processamento
visual do proprio dominio visual, Nesta segio, nos rediscutimos o papel da
visualizagio nos processos de aquisicdio de conceitos ¢ em pProcessos
geométricos de niveis mais elevados. Para uma revisio sobre a propria
visualizagio ¢ a relagdo cntre a visualizagdo ¢ a cducagiio matemitica em
geral, veja Bishop (1980, 1989),

Na tentativa de investigar como o espago ¢ percebido e interpretado
pelos individuos, os pesquisadores utilizam uma ampla variedade de tarefas
visuais ¢ medidas, tais como a relagio bivalente entre os objetos
tndimensionais (3D) e suas representacoes bidimensionais (2D), dobraduras
de papel ¢ a descoberta de figuras planificiveis. Em particular, a
transformagio 3D <=> 2D (que ¢ uma habilidade extremamente necessiria
4 aprendizagem da Geomelria ¢ as suas aplicagdes) tem atraido muitos
pesquisadores (Ben-Chaim, Lappan & Houang, 1985; Bessot & Eberhard,
1986, Bishop, 1978, 1979; Burton, Cooper & Leder, 1986; Cooper &
Sweller, 1989; Gaulin, 1985; Mitchelmore, 1980a, 1980b, 1983:
Mukhopadhyay, 1987). Neste direcionamento, o desenho dos objetos 3D tem
sido investigado extensivamente ¢ sérias dificuldades tém sido apontadas,
Por exemplo, Mitchelmore (1980a) definiu niveis de desenvolvimento para
esta habilidade ¢ os utilizon para classificar os desenhos espontineos de
objetos tridimensionais das criangas. A maioria dos sujeitos estavam em
niveis bastante baixos. A pesquisa de Ben-Chaim, Lappan & Houang (1989)
¢ outro exemplo tipico deste tipo de trabalho. Eles investigaram a habilidade
de adolescentes comunicarem informagdes visuais usando a Tarefa de
Descrigdo de Construges que consiste na descrigdo de uma construgdo
formada por 10 pequenos cubos acoplados. A tarefa dos alunos era descrever
a construgdo para um amigo auseniec, As produgbes dos alunos foram
classificadas pelo modo de representagio (verbal, misto ¢ grifico). Os
resultados demonstraram que os alunos apresentavam grande dificuldades
em comunicar satisfatoriamente uma informagio visual. As varias tentativas
de descrever as construgoes 3D exemplificam os problemas que as criangas
possuem na representagio de objetos tridimensionais. A Figura | mostra
algumas das produgdes obtidas na pesquisa de Ben-Chaim et al. (1989). A
figura la demonstra a descobertas de Mitchelmore (1983) de que as criangas
apresentam  dificuldades na representagdo dec retas paralelas e
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perpendiculares. As figuras 1b ¢ lc exemplificam dificuldades que estdo
relacionadas a percepgdo de profundidade no desenho das vistas da
construcio. E interessantc notar que as descrigdes dos alunos estavam
aproximadamente igualmente distribuidas nos trés modos de representagdio.
Burton et al. (1986) descobriu numa tarefa semelhantc que a maioria dos
professores em formacio produziram descrigoes verbais.
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Figura 1. Desehhos de criangas de construgdes formadas por blocos (de
Ben-Chaim, Lappan & Houang, 1989, pag.: 132, 137 & 138, reimpressao
com permissio de KluwerAcademic Plubishers).

A diregiio contrdria - isto €, a interpretagio de desenhos de volta ao espago
tridimensional real - ¢ muito importante na nossa sociedade moderna, na
qual nds oblemos grande parte da informagio dec nosso ambiente
(ridimensional através de meios bidimensionais (jornais, revistas, fotos,
video, ftelevisiio, etc). Mas este direcionamento (em sido bem menos
investigado, A principal linha de investigagio nestc sentido tem sido
explicar como os alunos se¢ movem  dos desenhos bidimensionais aos
desenhos quase-perspectivos - considerados serem internalizados de modo
muito semelhante as visdes das estruturas tridimensionais reais (Metzler &
Shepard, 1974). Foi descoberto que esta translagdo também ¢ muito dificil
(veja por exemplo, Ben-Chaim, Lappan & Houang. 1988). Burton et al.
(1986) descobriu que na interpretagio. o8 professores em formagio
preferiram descrighes visuais das estrutumy 3D is descrigoes verbais.

O computador veio introduzir uma dimensio dindmica as pesquisas
sobre visualizagio pois as representagoes das figuras 3D ¢ 2D sobre o
monitor podem ser manipuladas ¢ transformadas de multag manciras, Além
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disso, o computador permite gue o pesquisador examine micro-estagios do
comportamento do aluno. Por excmplo, Osta (1987) usou dois programas
comerciais: o MacSpace, no qual podem ser executadas operagies sobre o
objeto 3D representado sobre a tela ¢ o MacPaint no qual podem ser
excculadas operagdes apenas sobre desenhos figurativos 2D. Ela criou
sequéncias instrucionais de situagdes problema em que os alunos tinham que
modificar as transformagées 2D executadas sobre os designes figurativos
para gerar as transformagdes 3D executadas sobre o objeto representado, ¢
vice-versa. O computador apresentava algumas condigdes que forcavam ¢
aluno © usar propricdades geométricas dos objetos ¢ ndo apenas as
informagdes perceptivas, Osta analisou as estratégias de solugdo de alunos
da 8% série ¢ do 1" ano sccunddrio ¢ descobriu que clas tendiam a ser
desenvolvimentais. No inicio, o trabalho dos alunos era local, lidando com
pequenas paries da figira como um todo e resolvendo o problema apenas por
meios perceptivos. Com a experiéncia em tais situagbes de resolugio de
prot'smas ¢ conforme progrediam nas sequéncias instrucionais, os alunos
comegavam a considerar critérios mais globais ¢ percebiam que os meios
perceptivos eram ineficientes ¢ que, portanto, era melhor usar propricdades
geomciricas dos objetos 3D,

Este tipo de pesquisas 3D <=> 2D levantou questdes tais como: ?

* Quais sdo os fatores que influenciam a descrigdo ¢ a interpretagiio
dos desenhos de figuras 3D?

* Estas habilidades de visualizagio podem ser adquiridas ou
melhoradas através de treinamentos explicitos?

* Caso afirmativo, o que deveria ser incluido no curriculo, ¢ como
devenia ser ensinado?

Em relagiio a primeira questdo, existem muitas evidéncias de que os
fatores culturais, a experiéncia ¢ a familiaridade com as convengdes de
transformagio de figuras 3D em suas representagbes 2D ¢ vice-versa
possuem efeitos considerdveis no desenho e interpretagdo das figuras 3D. Os
irés fatores cstio acoplados: as convengdes podem ser consideradas como os
clementos da “linguagem" formulados pela cultura para expressar ¢
representar o espago.  Adquirir experiéncia é adquirir mais “efcitos”
culturais. Mas diferentes pesquisadores relacionam estes fatores de forma
diferente. Os estudos de Mukhopadhyay (1987) fornecem um exemplo de um
efeito cultural ¢ da experiéncia. Ela realizon uma experiéncia numa situagio
livre de nossas convengdes usuais. Ela entrevistou criangas entre 8 ¢ 12
anos. vivendo isoladas na india que ndo tinham tido quasc nenhuma
escolaridade ¢ que ndo tinham sido expostas as convengdes de representagio
comuns da cultura ocidental dos objetos solidos que foram apresentados as
criangas. Ela descobriu que sua habilidade de representagio visual cstava
relacionada ao seu treinamento profissional no tipo de ocupagio tradicional
de seu grupo familiar em sua cultura. Desta forma, as criangas das familias
que  trabalhavam  com cerimica ¢  portanto, com  sélidos
ridimensionais,produziram representagdes de  objetos 3D muito  mais
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complexas do que as criangas das familias de agricultores ¢ das familias de
teceldos. (vide Figura 2).
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Figurn 2, Representagoes de solidos 3D por criangas de familias com
diferentes tradigbes profissionais (de Mukhopadhyay, 1987).

Existem muitos outros estudos inter-culturms que  demonstram
diferengas culturais (por exemplo, Bishop, 1978, Mitchelmore, 1980a).
Mitchelmore argumenta que estas diferengas "refletem diferengas inter-
culturass nas  atitudes om relagdio ao uso de modelos espaciais no
pensamento” (pag. 205) e que esta atitude ¢ parcialmente revelada pelo
"grau de énfase geométrica no curriculo escolar de matemitica” (pag 205)
Nilo existe nenhuma outrn conclusdo envolvendo os efeilos da experiéncia
(fora ou dentro da escoly) ¢ da familiaridade com as convengics
Geralmente, o eleito de ambos ¢ considerado ser positivo, mas existem
contra-cxemplos. Por exemplo, Mitchelmore (1983) apresenton evidéncias
de que os erros de desenho persistem mesmo quando as criangas estio muito
lamiliarizadas com as convengoes usuais. Burton et al. (1986) mostron que,
0s mesmos tipos de dificuldades cncontradas por Ben-Chaim et al (1989)
persistem nos adultos a despeito do aumento de sua expenéncin (cmbora
desestruturada).

A pesquisa apresentada lovanta ainda uma segunda questio: Em que
medida uma intervengdo direta do ensino pode melhorar o habilidade de
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transformagdo 3D<=>2D? Esta questdo é importante (Gaulin, 1985) mas
nem um pouco simples. Bishop (1989) cita Lean sobre o efeito de que estas
"habilidades visuais (cnvolvidas nas HIFls) sdo ensindveis desde que sejam
fornecidas experiéncias apropriadas” (pag. 12).

Trabalhos de pesquisas (tais como os de Osta, 1987) 1&m fornecido
exemplos de experiéncias de aprendizagem através das quais as criancas
atingiram  descnvolvimentos  significativos  da  habilidade de
transformagdo 3D <=> 2D. Mas existem evidéncias que mostram que o
efeito das intervengdes de ensino é limitado. Por exemplo, Ben-Chaim et al,
(1988) investigaram o efeito do ensino direto. A unidade de ensino oferecia
experiéncias concretas com construgdes cibicas ¢ suas representagdes em
desenhos 2D. Os pesquisadores concluiram que "da quinta i oitava séries, os
alunos sc beneficiaram consideravelmente com o ensino, ¢ que o ganho
(desenvolvimento) foi similar para meninos ¢ meninas, a despeito de
diferengas iniciais destes dois grupos”(pag. 51). Mas apesar do médulo de
ensino incluir representagoes ¢ familiarizagio com as convengdes do
desenho de figuras 3D e interpretaghes, o descmpenho dos alunos nos
mesmos tpos de itens ainda estava apenas moderadamente correto.

A tercetra questdo - o que incluir no curriculo ¢ como isto deve ser
cosinado também parece ser crucial. A Seguir apresentaremos algumas
lentativas de lidar com esta questdo. Nos Paises Baixos uma nova Unidade
Visual foi desenvolvida. Sua fundamentagio era de que as situagdes de
ensino  demonstradas pelos professores ou pelos livros didaticos (que
estavam bascadas em habilidades de transformagdes 3D <=> 2D) geralmente
530 restritas a procedimentos de desenho csleyeotipados (nossas convenges
usuais?) e que deviam ser ampliadas, incluindo uma Compreensio mais
critica dos procedimentos de desenho e interpretagio (Godijn & Kindt,
1985). O curriculo proposto utiliza muitos tipos dc técnicas: comparagdes
entre proximo e distante no mundo real ¢ pequeno € grande no desenho,
pontos de fuga ¢ horizonte, empacotamento de objetos. linhas ocultas, linhas
de fuga, sombreamento&projeciics, imaginar a si mesmo estando e algum
lugar sugerido, vistas de frente, laterais, de cima, elc.

Outro projeto de estilo holistico, que vai bem além do exemplo
2D <=> 3D, ¢ o Projeto Agam (Razel & Eylon, 1986). E um programa
basico ¢ bastante geral sobre educagio visual para criangas de 3 a 7 anos de
idade. Sua fundamentagiio é de que dentro do curriculo regular da cscola,
ndo ¢ feito nenhum esforgo sistematico para desenvolver as habilidades
visuais a despeito de sua importincia. Este projeto objetiva preencher esta
lacuna ensinando sistematicamente conceitos visuais basicos que podem ser
usados como uma base para o desenvolvimento de uma linguagem visual.
Um cuidadoso estudo, ainda cm processo, acompanhando a implementagio
do Projeto Agam ji mostra uma melhoria significativa tanto das habilidades
visuais quanto do conhecimento geomélrico,

A discussio anterior  sobre visualizagio ¢ o exemplo
3D <=> 2D estiio relacionados aos aspectos positivos da visualizagio. A
unica critica que entra em discussio cnvolve as convengdes culturais, O
valor de utilizar convengdes como clementos de linguagem na comunicagio
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de informagio visual tem dois lados. De um lado, nés precisamos destes
clementos "linguisticos” para nos comunicar ¢ para o desenvolvimento do
pensamento visual posterior, Portanto, sempre existem esforgos de criar mais
clementos linguisticos para representar o mundo fisico ¢ para o
processamento da informagio visual. A linguagem visual no Projeto Agam ¢
um exemplo deste esforgo; outro exemplo ¢ a Notagio de Movimento criada
por Eshkol ¢ Wachman (1973), que ¢ a linguagem do movimento do corpo
humano no mundo 3D. Por outro lado. em cada desenvolvimento linguistico
existe alguma arbitrariedade. Os  desenvolvimentistas  (individuos ou
culturas) escolhem (criam) os “blocos de construgio” da "linguagem" mas
esta escolha ndo ¢ a unica possivel na construgio de uma linguagem
envolvendo uma certa habilidade. A utilizagdo de um nimero limitado de
clementos linguisticos fixos pode, desta forma, colocar algumas limitagoes
no desenvolvimento desta habilidade. Um exemplo extremado da reagdo a
este "sentimento de limitagdo™ ¢ o trabalho de artistas que romperam as
fronteiras das convengdes visuais aceitas em seu tempo ao longo dos anos.

Além das limitagdes visvais induzidas pelo uso de convengdes
resultantes da cultura, existem ainda limitagbes visuais induzidas pelas
mentes individuais, tais como limitagdes perceptivas. Estas limitagdes serdo
discutidas nas proximas segoes.

(‘onceitos Geométricos Basicos e Relagoes

Nos incluimos neste titulo os aspectos cognitivos dos processos de
aprendizagem de conceitos geométricos basicos (por exemplo: #dngulos,
(ridngulos, quadriliteros). interrelagdes tais como inclusdo de classes,
conceitos de alto nivel (como os exemplos de semelhanga ¢ simetria) ¢
mensuragoes geométricas,

Conceitos Basicos

Tem havido uma consideravel discussdo nos encontros do PME sobre
a distingiio entre o Conceito - o conceito como decorre de sua definigdo
matematica - ¢ a lmagem Conceitual - o conceilo como esta refletido na
mente individual; isto €. o resultado dos processos mentais de formagio do
conceito (Vinmer, 1983). O objetivo das pesquisas ¢ acompanhar o
desenvolvimento da Imagem Conceitual na mente individual (ou em uma
determinada populagiio), onde o conceito fornece um sistema de referéncia
contra o qual este desenvolvimento ¢ comparado ¢ examinado (confrontado).
Para compreender melhor como os alunos constroem as imagens conceituais
geométricas ¢ os fatores que influenciam este desenvolvimento, ¢ necessirio
uma analise dos conceitos ¢ de sua estrutura matcmatica. Boa parte da
estrutura dos conceitos basicos pode ser considerada como conjungdo. Por
exemplo, um tridngulo isésceles pode ser visto como uma conjungio (E) dos
scguintes atributos relevantes: (i) um tridngulo (ii) ter dois lados (iii) que sdo
igunis. (Um tridngulo também ja ¢ uma conjungdo. mas no estagio em que
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nos geralmente definimos tridngulos isosceles, ele ja ¢ considerado uma
entidade). As interrelagdes matematicas entre os elementos de um conceito
matematico podem ser descritas no esquema mostrado na figura 3.

Figura 3. Interrelagdes entre os clementos conceituais.

O conceito ¢ derivado de sua definigdo matemitica ¢ desta forma, possui
atributos relevantes (criticos) - aqueles atributos que devem ser satisfeitos
para termos um exemplo positivo do conceito - ¢ atributos nio criticos -
aqueles atributos que apenas alguns dos exemplos positivos possucm, A
propria definigio verbal geralmente inclui um subconjunto minimo dos
atributos relevantes suficientes para definir o conceito. A definigio portanto
pode ser considerada como um critério para instincias de classificagio entre
excemplos conceituais positivos ou negativos. Os exemplos negativos (os
contra-exemplos) que sio relevantes para o ensino ¢ para as pesquisas sobre
a formagdo do conceito sdo agueles que possuem alguns, mas ndo (odos o0s
atributos relevantes. Outra caracteristica estrutural pode ser chamada de
"movimento de oposi¢io a interrclagdo de inclusdo” (Hershkowitz, 1987,
pag. 240) entre os conjuntos de exemplos (conceitlos por si mesmos) de um
lado. ¢ seus conjuntos de atributos, de outro. Por exemplo, o conjunto dos
quadrados esta incluido no conjunto dos paralclogramos, que cstd incluido
no conjunto dos quadriliteros. Mas sc analisarmos os conjuntos de atributos
criticos de cada um dos conjuntos anteriores, nds obtemos uma interrelagio
de inclusdo na direg@o oposta,
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Além das caracteristicas estruturais anteriores, que nio 8o exclusiviy
40s conceitos geométricos, os exemplos, 0s contra-exemplos relevantes ¢ o8
atributos dos conceitos basicos na Geometria sdo todos entidades visuais
Esta caracleristica fornece um sabor de concretude, que lhes da uma
vantagem como tema para pesquisas psicologicas sobre formagio de
conceitos (veja a revisdo sobre formagdo de conceitos matematicos cm geral
feita por Sowder. 1980). Este tipo de pesquisa geralmenic investigh uma
cadeia (ou cadeias) na estrutura acima. que sdo comuns a formagho de
conceitos em geral,

Nossa preocupagio aqui 40 08 Processos Cognilivos que caractenzam
a construgdo dos proprios conceitos geométricos basicos. Esta claro que a
despeito do fato de que eles possam ser facilmente definidos estruturalmente
em termos de atributos, exemplos ¢ contra-exemplos, ¢ assim por diante,
como fizemos acima, cstes termos nio sfo suficientes para descrever o
desenvolvimento cognitivo das imagens conceituais da mente. Vamos
descrever algumas caracteristicas principais deste desenvolvimento que ém
sido sugeridas através dos resultados de pesquisas.

() I'enémeno de Formagao de Prototipos

Vinner ¢ Hershkowitz (1983) ¢ Hershkowitz, Vinner ¢ Bruckheimer
(1987) investigaram as imagens conceituais de conceilos geomeétricos
basicos de criangas da 5a. 4 8a. séries ¢ de professores. Os conceitos e tarefas
cram amostras retiradas do “silabdrio” da escola clementar. Os
pesquisadores descobriram que cada conceito possui um (ou mais) exemplo
prototipo que sdo forjados inicialmente ¢ portanto existem na imagem
conceitual da maioria dos sujeitos. Os exemplos-protétipos geralmente sdo o
subconjunto de exemplos que possui "a maior listagem" de atributos - todos
o8 atribulos criticos do conceito ¢ mais ainda aqueles atributos (ndo-criticos)
cspecificos que possuem fortes caracteristicas visuais: por exemplo, o
tridngulo-retingulo com dngulo reto em orientagio vertical, os lados ¢
dngulos iguais do quadrado como exemplo de um quadrilitero, a altura
interna de um trifingulo ¢ as diagonais internas de um poligono. Estas
descobertas estio de acordo com outros estudos (veja em particular, Rosch &
Mervis. 1975, que investigaram intensivamente o fendmeno de formagdo dos
modelos prototipos num contexto nfio geométrico). Além disso, Vinner ¢
Hershkowitz descobriram que mesmo cm  conceilos  instantancamente
formados, onde um conccito inventado cra apresentado através de uma
definigio verbal sem apresentar nem mesmo um exemplo, os sujeilos (alunos
¢ professores) produziam basicamente 0s mesmos exemplos prototipos.

O prototipo ¢ a basc para julgamentos “"prototipicos”, Para cada
conceito, os individuos usam o exemplo protdtipo como modelo em scu
julgamento de outras instincias. Fischbein (1987) chamou este tipo de
julgamento de "a natureza paradigmatica do julgamento intuitivo® (pag.
143), Os cstudos de Wilson (1986) ilustram tais julgamentos
paradigmaticos. Ela investigou "as interrelagoes entre as definigbes das
criangas de retdngulos ¢ suas cscolhas de exemplos” (pag. 158), solicitando
que os sujeitos definissem o conceito. identificassem exemplos conceituais
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adicionais ¢ reagissem a algumas afirmativas envolvendo o conceito. Ela
descobriu que os alunos escreviam definigoes que eles ndo aplicavam quando
escolhiam exemplos ou quando rcagiam as afirmativas. A cscolha de
exemplos dos alunos estava baseada mais em seus proprios protétipos do que
cm suas proprias definigtes.

Existem 2 tipos de julgamentos prototipicos (Vinner & Hershkowitz,
1983):

Tipo I. O exemplo protdtipo ¢ usado como um sistema de
referéncia ¢ o julgamento visual ¢ aplicado a outras instincias
(primeiro nivel de van Hiele). Por exemplo, na construgiio da altura
dec um determinado tridngulo, as criangas falham ao desenharem
exciplos de alturas que contradizem sua imagem conceitual
protdtipa de uma altura inferna ¢ acabam desenhando alguns
scgmentos internos do tridngulo que ndo correspondem 4 definigio de
altura,

Tipo 2, O exemplo protdtipo ¢ usado como um sistema de
referéncia. mas o sujeito bascia seus julgamentos nos atributos
proprios do protétipo ¢ tenta impor esles atributos a outros exemplos
deste conceito. Quando isto ndo funciona, o sujeito simplesmente niio
aceita a figura como um exemplo do conceito. Por exemplo: "Todas
as figuras, exceto o quadrado, ndo sio quadriliteros porque clas
podem ter lados iguais, mas clas ndo possuem fngulos iguais.” Este
tipo de resposta. em certo sentido, ¢ analitica (segundo nivel de van
Hicle) mas representa um comportamento erroneo,

O fendmeno do protétipo ¢ o julgamento prototipico parecem ser
fundamentalmentc  um  produto de  processos vismais. Os  atributos
irrelevantes do prototipo geralmente possuem fortes caracteristicas visuais
(um forte apelo visual) ¢ desta forma cles sdo atingidos primeiro e entio,
passam a atuar como perturbadores. Outro tipo de julgamento sera discutido
no proximo pariagrafo,

Aspectos Analiticos. Existem evidéncias de que a formagdo dos
conceitos geométricos €, pelo menos parcialmente, um resultado de aspectos
l6gico-analiticos. Alguns exemplos destas evidéncias sdo as seguinlces:

¥ Julgamento Tipo 3. Além dos dois tipos de julgamento
prototipico mencionados acima, o julgamento analitico correto
também ¢ comum (Hershkowitz & Vinner, 1983) Este tipo de
raciocinio estd baseado nos atributos criticos do conceito. Por
exemplo. a Figura 4 "ndo ¢ um quadrilitero porque ndo ¢ fechada,
portanto nio ¢ um poligono, ¢ todo quadrilatero ¢ um poligono." A
frequéncia deste tipo de raciocinio. que também demonstra uma
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compreensdo da estrutura de inclusio de classes, € bastante baixa na
5a. séric mas cresce dramaticamente da 5a. para a 7a. série. Ao
mesmo tempo, a frequéncia do julgamento visual (Tipo 1) ¢ baixa
mas ndo desaparece completamente mesmo entre professores, e a
frequéncia do julgamento prototipico (Tipo 2) diminui ¢ desaparece
por completo entre os professores,

>

Figura 4. Figura para tarcfa de julgamento:
Quadrildtero ou Nio, Eis a Questio!

* O numero de atributos relevantes na estrutura conjuntiva (e)
do conceito possui um cfeito significante sobre o desempenho nas
tarclas (Hershkowitz, 1989),

* As criangas, pelo menos da 5a. séric em diante, podem
construlr imagens conceituais corretas ¢ bastante ricas através de
cstratégias analiticas. Por exemplo. quando a definigiio do conceito ¢
dada verbalmente ¢ solicitamos que os sujeitos a utilizem para
identificar ou construir exemplos do conceito, ou quando o0 novo
conceito ¢ formado através de uma seqiiéncia de exemplos positivos e
negativos do conceito na qual a aprendizagem por tentativas ¢ erros ¢
modificada através de um feedback imediato, conduzindo a testagem
das conjecturas ¢ portanto, & descoberta dos atribulos criticos
(Hershkowitz et al., 1987; Wilson, 1986).

Existe alguma cvidéncia de que a construgdo da Imagem Conceitual
s¢jn uma mistura de processos visuais ¢ analiticos. Por exemplo, o
comportamento dos sujeitos mudam de um conceito para outro: alunos ¢
professores que demonstraram um comportamento analitico (Tipo 3) numa
tarefa sobre quadrilateros, falharam ao identificarem triingulos retingulos
nado-prototipicos.

Existem outras caracteristicas da construgido dos conceitos basicos,
tais como:

Uma ordem hierdrquica na elaboragio dos exemplos
conceituais (partindo de exemplos protétipos ¢ continuando aos
demais através de processos visuais ou processos analiticos ou ambos)
comuns a loda a populagio ¢ processados com a experiéncia.

Existem diferentes tipos de padrdes de conceitos erroncos
dentro de uma mesma populagio: (a) conceilos erréneos que
persistem - que possucm 0 mesmo padrio de incidéncia geral de uma
séric para a séric seguinte, ou ainda, entre alunos, professores em
formagdo ¢ professores em exercicio (por cxemplo: a falha na
identificagdo de tridngulos retingulos ndo prototipos). (b) conceltos
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ervdncos que diminuem - com a construgio do conceito conforme
podcriamos csperar (por exemplo. a redugio da frequéncia do
Julgamento Tipo 2): ¢ (€) conceifoy errineos que aumentam - Com i
construgdo do conceito. que sdo desenvolvidos com o processo de
aprendizagem (por exemplo: a imagem conceitual da altura de um
triangulo como um segmenlto interno).

Implicagoes para o lunsing

As criangas sc apropriam dos conceilos geométricos basicos ou de
uma mancira estruturada  através das experiéncias  de  aprendizagem
escolares ou de mancira ndo estruturada através de sua vizinhanga. pais.
jogos. clc. As principais caracieristicas das cstratégias de ensino nestas
situagoes sdo: (a) falta de completude. na qual apenas parte dos cxemplos ¢
atributos sdo apresentados: (b) falta de consciéneia. como também anséncia
do conhccimento da existéncia de clementos adicionais (Hershkowitz et al .
1Y87) por parte do professor ou alé mesmo dos livros didaticos (ou material
didatico); (c) falta de consciéncia das dificuldades do aluno ¢ dos conceitos
crroncos na construgio destes conceitos: ¢ (d) generalizagio dos atributos do
conceito (definigoes) realizada (se tanto) pelo professor ou pelo material
pedagogico. com o aluno sendo visto meramentc como um simples receptor
PASSIVO

Como noés podemos melhorar o ensino dos conceitos peomelricos
bisicos? Desciamos, ¢ claro. que os alunos desenvolvam  habilidades
analiticas ¢ que bascicm seus julgamentos nos atributos criticos (definigoes)
¢ que se conscientizem dia incompletude ¢ das concepgoes crroncas do
maciocinio  geométrico  decorrenies do proprio pensamento  visual,  As
estratégias  analiticas  que  foram  mencionadas  acima  podem  ser
cstimuladoras na construgdo do pensamento  analitico ¢ ndo devemos
subestimar as hablidades analiticas dos alunos. Estas cstratégias. em que os
atributos criticos ¢ os exemplos positivos ¢ negativos (os crros dos alunos
podem ser usados para gerar exemplos negativos relevantes) sio utilizados
em diferentes ¢ ricas formas, sio também muito uteis na cducagdo de
professores em servigo (Hershkowitz et al. 1987). Mas ndo devemos utilizar
estas estratégias muito cedo, porque as criangas nos cstagios iniciais criam
as suas Imagens Conceituais basicamente visualmente,

Como a formagio de uma Imagem Conceitual visualmente limitada
pode ser prevenida neste estagio visual? As respostas i esta questio cobrem
uma variedade completa entre dois pontos de vista opostos, Um extremo,
como nos estudos russos (por exemplo: Zykova, 1969), tende a por a
responsabilidade na limitada experiéncia visual que nos oferccemos ao
alunos com os maleriais ¢ métodos utilizados ¢ considera que o
enrquecimento  da  experiéncia  visual ird prevenir totalmente  estas
limitagaes visuais. O outro extremo coloca a responsabilidade nas limitagoes
de nossa percepgio: isto ¢, os individuos imporiam suas limitagdes visuais
sobre suas imagens conceltuais, independentemente da riqueza dos exemplos
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com que cles trabalhassem c. desta forma, nds sempre (eriamos imagens
conceituais limitadas. NOs sugerimos quc a resposta possa ¢star entre cstes
dois extremos. Entretanto. nés teriamos ainda que fornecer um ambiente de
aprendizagem tdo rico quanto possivel ¢ bem melhor do que os ambicntes
proporcionados atualmente.

O cxemplo seguinlic mostra a contribuigdo quc uma inleragio
dinéimica com o computador podc ter na superagio do cfeito orientador sobre
a imagem conccitual. Shelton (1985) usou um programa de computador em
que criangas de 2 a 6 anos de idade formavam sequéncias aleatorias de
exemplos de triangulos isosceles ou triingulos retingulos de diferentes
formas ¢ em diferentes orientagoes. Apos 0 modulo de ensimo. a manoria das
criangas estava livie dos prototipos comuns de posigio dos tridngulos ¢
generalizaram a sua imagem conceltual de triangulos incluindo todas as
formas ¢ oricntagdes possiveis, Portanto, um ambicnte de aprendizagem rico
¢ dindimico pode superar limitagoes perceptivas. Soltwares  geométricos
como o Cabri Géométrie (Baulac., Bellemian & Laborde. 1988), onde uma
dada figura ¢ continnamente redesenhada quando o aluno a movimenta ao
redor de um de seus componenies tem um grande potencial para fornecer
Lns ambicntes.

Outra questio interessante envolvendo aprendizagem ¢ a interrelagio
entre © conceito ¢ seus atributos for levantada por Harns (1987). Ela
enstmiva cremgas sobre figuras  gecomctnicas usando atributos da vida
cotidiana. A énfasc. emao. moveu-se dos atnbutos reguliares para atributos
mens “iiers” (por excmplo. o atributo mins otil dos retangulos na fabricagio
de caixas de papelio ¢ que cles ladritham o plano), Como csta progressio
pode ser representadi nos processos de formagao de conceitos?

Loge e Concetos Creometricos Basicos

Uma questio mumto complexa ¢ Qual ¢ o eleito da programagio
numa “linguagem geométrica” como o Logo sobre a formagao de conceitos ¢
vice-versi? Ao estudar esta questio. nos lemos que considerar relagocs
s como  procedimento<-=figura.  figura<->procedimento c
subprocedimento<->subfigura (Hillel. 1986). As pesquisas 1I€m indicado que
o Logo podc ser usado como um mcio de projetar ricos ambienics
geométricos, onde as criangas possam aluar ¢ entio. com uni inlervengio
apropriada. vir a compreender uma variedade de idéias ¢ processos
envolvendo conceitos  geométricos de uma  mancira significativamente
pessoal (Hovles & Sutherland. 1989 Noss. 1987). As cnangas precisam de
oportunidades de se engajar e generalizagoes indutivas. torna-las explicitas
numa codificagio de programagio ¢ entdo aperfeigoa-las. Entrctanio. as
pesquisas 1ém indicado que as criangas tem tido dificuldades com a
interrelagio figura<->procedimento; clas ndo necessariamente usam idéias
ecomdétricas quando trabalham com a Geometria da tartaruga (Hillel &
Kicran. 1987. Leron, 1983a) Elas podem tornar-se confusas quanto ao giro
da tartaruga ¢ o angulo sem unsr intervengio pedagogica apropriada (Hoyles
21
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& Sutherland. 1989, Rouchicr. 1981). ¢ fregiicnicmente usam mais pistas
perceplivas do que analiticas (Kicran. Hillel & Erlwanger. 1986) Por
exemplo. Hovles ¢ Noss (1987b) wtitizaram um micromundo bascado no
ambienie Logo sobre  paralclogramos para anvestigar como os alunos
chegavam a1 compreender "i esséncia do paralclogramo”  atrmes  de
modificagoes do formalismo de um dado programa. Lles adentilicarm
diferengas entre as intuigoes inicins dos alunos ¢ suis defimgoes fomuns ¢
AOCUMENERIM s Maneiras como os alunos PrOICSSIMEnte se 1ormayam
conscienton (e peneralizavam das  mterrelagoes embebidis demtro do
procedimento parlelogrmo usando o Lopo Eles tamben apontarant s
Iterrelngoes  complesis  que existem entre o codigo simbolico (o
procedimento) ¢ a Ngar Mesmo quando o comporiunento do aluno
ACmOnsten i wma tnterrelagno. bem  proxumin. 1sto mio se divae num ninel
consaente. Parcee que o despento do potencial assumido da PrOZEMIO
i inguagem: geometrca no desemolvimento de conceitos dinanmcos ¢
gencralizados. o aluno possue grandes  dificuldades em modificar as
clementos de programagio ¢ scus produlos vIsmns. SCrEi necessaris THIN
PESGIISAS antes que possamos estabelecer conclusoes

Coneettos de to Nivel

Tem havido alguma pesquisa bastanie infensiva sobre concerios ¢
relagoes geométricos de alto nivel Nos citiremos trés exemplos

[~ Nimetria il

Gremer (1985 1987) imvestigon as concepgoes dos alunos sobre
stmetri axal emeoescolns de ensino medio Francesas i identificon
VAEECIs que aletme as magens coneeitms dos salunos [Loncepeoes) ¢ sen
desempenho e tarelas sobre simeten axel. Bl descobrin que i habihdade
de constron o magem de ome ponto stmples nao capacitt os alunos o
constnie G imagem deowoda a figeens Os o alunos wlilizam diforentes
procedimentos que lornecem 1espostas correlas APCIAS CHL CASOS CSPECENS
As Vi ers que afetim o desepenho nas tarefas sio. o orentigio do cisp
de simetri o posigio relatna entre diferentes partes da ligura ¢ o ¢ino
(enomeno protonipo) ¢ a idade das criamgas.

2 Vedidas

Existc um ponto de vista comum  sobre os estagios que a
aprenchizagem significativa da mensuragio peomctrica deve seguir:

A. Conservagdo da quantidade medida (comprimento, irea. volume).
B. O significado da unidade de medida ¢ da iteragio de unidades
(umdades arbi-trinas. umdades padronizadas. ulilizagao corrcta dos
instrumentos de medida); ¢

€ Desenvolvimento de formulas para calculo da quantidade medida.
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Figueras ¢ Waldegg (1984) usaram o lesie sobre medidas dos
Conceitos de Matemdtica ¢ Ciéncia Sccunddrios para avaliar
diagnosticamente os conceitos sobre medidas de alunos entre 11 ¢ 13 anos.
A intengdo cra utilizar esta avaliagdo como orientagdo para elaboragdo de
atividades de mensuragio. Eles descobriram que:

* A conservagdo da area ¢ muito mais ficil do que a conservagio de

volume ¢ até mesmo mais ficil que a conservagao de comprimento.

* Mais da metade dos alunos usavam as unidades incorretamente.

* Os processos de mensuragio (por exemplo: 0 uso de uma régua para

medir comprimentos) como uma iteragiio de intervalos iguais era feita

mecanicamente,

* A maioria das criangas encontrava as dreas e volumes contando as

unidades a despeito de sua experiéncia anterior com féormulas, mesmo

quando a contagem era muito mais complicada (por exemplo: no caso
de volumes onde as criangas tinham dificuldades na visvalizagdo das
unidades que ndo estavam visiveis).

* O desempenho nas tarefas de mensuragio caia drasticamente

quando os numeros envolvidos eram fragdes.

Figueras ¢ Waldegg desenvolveram ¢ implementaram atividades de
aprendizagem ¢ descobriram que a maioria das dificuldades acima inibiam
os processos de aprendizagem corretos. Eles argumentaram que "um sistema
de medida fixo ¢ introduzido muito cedo no curriculo da escola elementar,
criando, entdio, uma barreira para a compreensdo completa do conceito de
unidade” (pag. 99).

Maher ¢ Beattys (1986) examinaram o desempenho em tarefas de
resolugdio de problemas lidando com o conceito de drea num estudo clinico
de criangas entre 10 ¢ 14 anos de idade. A meta das tarefas cra orientar 0s
estagios de conservagiio ¢ de iteragio da unidade (Estigios A e B. acima).
Eles descobriram que os alunos "utilizaram a iteragio da unidade quadrada
como um esquema subjacente a descoberta da drea de uma figura regular,
mas ndo fizeram isto na medida de regides irregulares” (pdg. 168). A
maioria das criangas ndo aplicava o conceito de area ao descrever 0 tamanho
da regido, ¢ daquelas que o faziam, algumas expressavam suas respostas em
umdades lineares.

Douady (1986) desenvolveu sequéncias de ensino para 0 ¢nsino e
aprendizagem do conceito de drea ¢ observou sua implementagio em sala de
aula. A conservagdo era expressa pela movimentagio, corle em partes e
reconstrugio ¢ pela utilizagao de uma malha quadriculada (duas superficies
sobre a malha que incluam a mesma quantidade de quadrados possuem a
mesma area). Ela observon algumas cstratégias semelhantes as acima (por
exemplo: contagem de unidades e cstratégias lincares). Nas entrevistas, ela
observou e mesmo induziu conflitos de concepgdes. Estes conflitos
resultaram em mudancas de estratégias.

Como podemos perceber, os estudos anteriores lidam principalmente
com os Estagios A ¢ B, descritos anteriormente. E senso comum que
geralmente o ensino parte do meio do estagio B, com as unidades padrocs de
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medida de figuras regulares e que isto pode ser a razio dos alunos pareccrem
ndo compreender o conceito de mensuragio.

3 - Semelhanca
O Projeto de Matematica para o Ensino Médio desenvolveu ¢

implementou uma unidade sobre semelhanga, acompanhado de uma
pesquisa desenvolvida por Friedlander, Fitzgerald & Lappan, em 1984. O
conceito de semelhanga foi escolhido por que: (a) parece fornecer as criangas
imagens mentais concretas sobre proporgdes e (b) é considerado uma das
idéias mais basicas na compreensédo da Geometria das medidas indiretas, do
desenho em escala, dos modelos em escala e da natureza do crescimento. A
unidade fol aplicada ¢ seus efeitos foram investigados através de pré-testes,
pos-lestes © entrovistas antes ¢ depois de cada ctapa. "As entrevistas
indicaram as estratégias individuais ¢ os niveis cognitivos do pensamento
sobre semelhanga como resultantes do  ensino, A descoberta  mais
impressionante foi a auséncia de estratégias consistentes entre os individuos”
(pag. 127). As catcgorias das estratégias que foram encontradas
correspondem as classificagbes encontradas em outros estudos de raciocinios
proporcionais e dreas, por exemplo, estratégias aditivas, estratégias bascadas
na visualizacdo e estratégias baseadas em contagens. A estratégia mudava
dependendo dos numeros utilizados nas razdes. Um  micromundo
informatizado sobre o mesmo tema foi recentemente elaborado por Hoyles,
Sutherland e Evans (1989). As descobertas relatadas sfo similares as
encontradas nos pré-testes de Friedlander et al., como descritas acima, mas
nos pos-testes haviam evidéncias de uma apreciagio da necessidade de
estratégias consistentes; isto ¢, um reconhecimento de que estratégias
1dénticas sdio apropriadas dentro de uma determinada classe de problemas ¢
ainda que a cstratégia apropriada neste caso ¢ a multiplicagio. Esta
diferenca nos resultados das pesquisas pode ser interpretada como o
resultado do feedback visual imediato frente ds estratégias incorretas.

Nivels Supertores do Pensamento Geométrico - Conjecturas ¢ Provas

Como em outras dreas da Matemitica, os niveis superiores do
pensamento geométrico se relacionam ao processo indutivo da elaboragio de
generalizagdes. isto €, a elaboragio de conjecturas em todos os aspectos de
Jjustificativa (prova) das gencralizagoes.

Na abordagem tradicional do ensino da Geometria, o processo de
descoberta indutiva. formulado como conjecturas, cstd praticamente
negligenciado. Esta negligéncia cra um resultado do ensino clissico da
Geometria Euclidiana como o exemplo tipico (protétipo) de um sistema
dedutivo - 0 que tem udo uma séric de criticas (Balacheff, 1987b;
Freudenthal, 1971; Schoenfeld, 1986). Nas palavras de Freudenthal, "A
cstrutura dedutiva da Geometria tradicional nunca chegou a ter um
desempenho pedagégico convincente... Ela falhou porque sua dedutividade
ndo pode ser reinventada pelo aprendiz, mas apenas imposta” (pag. 417-
418).
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