a calculadora; sendo, ele nao terd motivagdo para aprender tal
algoritmo”.

Na realidade, o exemplo aqui tratado mostra que nés, professores,
temos é que exercer nossa criatividade para criar problemas desafiadores,
que coloquem em cheque até mesmo a calculadora, deixando claras as
suas limitacoes, ao invés de proibir o uso da calculadora, o que € uma
atitude antipética, repressora, e totalmente contraria ao que um aluno
espera de um professor de Matematica. De fato, para um leigo ou iniciante
em Matematica, nada mais “matemaético” do que uma calculadora, e ele
espera que um professor va inicid-lo ou ajudé-lo com essa ferramenta, e
néo proibi-lo de uséa-la.

Note-se também que, mesmo usando o algoritmo tradicional da
divisdo, como fizemos, a calculadora permanece 1til para efetuar
as multiplicacdes e subtragdes envolvidas no processo, minorando
as possibilidades de erro, e poupando trabalhos repetitivos e
inuteis. .

2 - O trabalho de diviséo ficaria simplificado, se tivéssemos observado
que o divisor 1485 tem o fator comum 5 com a base do sistema decimal
(um detalhe nem sempre lembrado). Deste modo:

1292 1292 1 2584

1485 ~ 5x297 10 297

=5 x(8+238)~0,8+x 208

297 10%297

=0,8+40,070336=0,8700336, pois:

2080 297
10 0,70336
1

—_— 0 O
N © © O
o O o
o O

Os ntimeros envolvidos no algoritmo da divisao ficam menores.

3 - Existiria um outro método para encontrar uma representagao
. 208 1292 bl o a
decimal de g (ou de s - mas ja vimos que basta o primeiro), que néao

fosse o algoritmo tradicional da divisdo? A resposta é sim.
Basta tomar as sucessivas poténcias de 10, a saber: 10, 100, etc., até
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que encontremos uma que deixe resto 1, quando dividida por 297. Nao
é dificil fazer isto, experimentando com a calculadora:

10°=3 x 297+109; 10#=33 x 297+199;
10°=336 x 2974208 10°=3367 x 297+1

T I 1 .
A partir dai, obtém-se: 597 =3367 x 10°-1 + © portanto:

208 _ 1 _ 1/10° _ 700336
297 =208 x 3367 x 1553 =700836 x 74 ves = 7003
1+ 1%)“ 2 1(;’” -] =0,700336700336700336... =0,700336,

onde a tltima passagem vem da propriedade das progressoes geométricas
infinitas:

15§+ iE =t quando -1<g<]1,

l-g

Observe que o periodo da dizima tem comprimento 6, que é
justamente o expoente da menor poténcia de 10 que deixa resto 1, quando
dividida por 297. )

4 - Pode-se perguntar: como temos certeza de que, ao testar as
poténcias de 10, vamos acabar encontrando uma que deixe resto 1;
quando dividida por 297? A resposta estd em um famoso teorema de
aritmética (“Teoria dos Ntimeros”), devido a Euler: “quando os inteiros
a e n sao primos entre si, entdo a *™ deixa resto 1, quando dividido por
n”. Aqui, ¢ (n) representa o niimero de inteiros positivos menores que n
e primos com n. No presente caso, 297 e 10 sdo primos entre si (para
isto, foi importante antes retirar o fator 5), e ¢ (297) = 180. Portanto,
pelo Teorema de Euler, 10'® deixa resto 1, quando dividido por 297.

Mas isto ndo quer dizer que 180 seja o menor expoente para o qual
isto acontece. De fato, como vimos, isto ja ocorre para 6, que é um divisor
de 180. De um modo geral, bastaria experimentar como expoentes o0s
divisores de 180. Por que tem que ser um divisor de 180? Porque se m
for o menor inteiro positivo tal que 10™ deixa resto 1, quando dividido
por 297, entao, dividindo 180 por m, obtém-se: 180=gm+r, onde
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0 <r < m. Mas entdo: 10'® = (10m)¢ x 10", o que acarretaria que 10"
também deixaria resto 1, quando dividido por 297, o que s6 é possivel
se r = 0, pela definig¢ao de m.

E como se sabe que ¢ (297) =180? Bom, pode-se contar um a um os
inteiros positivos menores que 297 e primos com 297, a saber: 1, 2, 4, 5,
7, etc., até 296, e verificar que sdao 180. Mas é claro que Euler néo
concordaria com isto. E um exercicio nio trivial de Aritmética mostrar
que, quando o natural n se decompée em fatores primos na forma
n= py' ;.. petentdo: pn) = 'f"l(p,-l)pZ‘"l(pz-l)..p,:‘*'l(pk—l). No nosso
caso: ¢ (297) = ¢ (3°x 11) = 32(3-1) x 11°(11-1) = 180.

Os fatos citados nesta tltima segéo estdo entre os mais curiosos da
Teoria dos Nimeros, e podem ser encontrados em qualquer compéndio
sobre o assunto. Teremos atingido nosso objetivo, se tivermos conseguido
agucar a curiosidade do leitor para saber porque funcionam estas
propriedades, e para conhecer suas inesperadas aplicagées, como, por
exemplo, a Criptografia, muito em voga atualmente devido & necessidade
de seguranca em senhas bancérias e da Internet (veja S.C.Coutinho,
Numeros Inteiros e Criptografia RSA, IMPA-SBM, Série de Computacgao
e Matemadtica, 1997).
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Infinitésimos: Quem Ri Por Ultimo?}

RoBERTO RIBEIRO BALDINO

Quando ingressei na Escola de Engenharia da UFRGS (entao URGS)
em 1956, ainda ndo haviam inventado o xerox. As apostilas eram tratadas
com carinho e passadas todos os anos de veteranos a calouros. Ficavam
amareladas e eram chamadas sebentas. “Herdei” a sebenta de célculo de
meu irméao que fizera o curso alguns anos antes. Ali encontrava frases
que nao entendia: “(...) uma integral definida é uma funcao de seus limites
e, portanto, um nimero, enquanto que a indefinida, como vimos, € fungéao
de x.” [Lassance, 19.?: 404]. Derivadas apareciam no capitulo IV que era
precedido por um paragrafo sobre ordens de grandeza de “infinitésimos
e infinitos”. Na sebenta, infinitésimos eram definidos como fungdes com
limite zero, mas nas aulas praticas este conceito era reforgado com
explicagdes assim: “Um infinitésimo é uma varidvel que tende a zero,
porém, tomada no momento em que se anula”. Essas explicagoes me
deixavam confuso. Muitos colegas desistiam de entender e partiam para
decorar tudo. Eu procurava meu caminho construindo um matagal de
modelos locais, com fraco relacionamento entre si.

Em 1958 o Presidente Juscelino criou institutos basicos associados
as universidades e em 1959-60 tivemos uma turma de bolsistas fazendo
um curso de Anélise Matemética com o Professor Ernesto Bruno Cossi.
A referéncia bésica era o livro de Anélise de Apostol, recém editado. As
primeiras palavras do Professor Cossi foram: “Suporemos conhecidas
as propriedades dos nimeros racionais”. Em seguida escreveu:
“Definigdo: Um corte de Dedekind é...". Na terceira ou quarta aula, ele
disse algo assim: “Sejam niimeros racionais os cortes racionais”. Aquilo
me deixou espantado. Como pode um corte ser um nimero? Porém,

! Artigo apresentado em Palestra no VI ENEM, 21-24 de julho de 1998, Sdo Leopoldo, RS,
UNISINOS.
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durante as férias de julho decidi estudar tudo com muito cuidado.
Lembro-me do momento em que me dei conta de que havia um tnico
principio légico regendo as relagbes entre os modelos locais que eu
armara. As defini¢es perderam o carater de descrigdes e adquiriram o
carater de estipulacgoes; a Matematica passou a fazer sentido. Dai em
diante, tudo tinha de ser rigorosamente definido e demonstrado.

Ente os bolsistas comentavamos com malicia e, as vezes, com
maldade, sobre o curso de Calculo que tinhamos tido alguns anos antes.
Infinitésimos? Ha ha ha... Isso néo existe. Entre o zero e os positivos
nada ha. A linha reta é feita de ntimeros reais. Infinitésimos sdo coisas
do passado, incoerentes, ndo tém sentido. Uma integral ndo é uma soma
de infinitas parcelas infinitesimais. E heresia perscrutar o simbolo
jbf(x)dx. O dx é apenas um artificio grafico para facilitar a troca de
x;ariéveis; tem o mesmo estatuto da chave que se coloca sob o divisor
nas contas de dividir. A teoria de Weierstrass tinha se tornado nosso
modo de pensar. Tudo tinha de ser expresso em termos dela.

Entretanto, nos livros de Fisica, especialmente nos de Mecénica do
Continuo, 14 estavam os deslocamentos dr, infinitamente pequenos, os
elementos infinitesimais de tempo, drea e volume. Néo pode, pensava eu.
Isso tem de ser entendido de outro jeito. No IMPA aprendi que o dx era
uma forma diferencial. Debrugava-me sobre livros matematicos que
desenvolvem construgdes “rigorosas” para a mecéanica analitica e mecanica
do continuo. L& o d denota a diferencial de uma fungéo entre variedades.
Mas dr? Diferencial de qué? Custei muito a descobrir que o infinitésimo
dr é a diferencial de uma carta de uma variedade riemaniana. Os autores
de Fisica e de Matemética nao reconhecem, um, a problematica do outro.

“E assim que, desde hd um século e de maneira ainda mais flagrante,

desde hd quarenta anos o divércio se consumou: de um lado os

matemdticos puros que persequem seus préprios problemas pelas
nuvens e, de outro, os fisicos que, ignorando d’Alembert e sobretudo

Weierstrass, continuam a praticar o cdlculo dos infinitamente

pequenos, trogando desse rigor matemdtico, a seus olhos puramente

ideoldgico” [Harthong, 1983: 1194].

Como esse divorcio se reflete na Educagao Matemética? Como se pode
atenuar seus efeitos?
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Os alunos continuam a pensar como os fisicos. Acham que 0,999... é
menor que um e, quando descrevem o que pensam, embora sem usarem
o termo, indicam que véem ali uma diferencga infinitesimal. Outra aluna
me disse que o limite de 1/n quando n tende ao infinito é muito pequeno,
mas néo e zero: “é zero virgula zero, zero, zero..., infinitos zeros, depois,
1”. Os alunos vivem imersos em uma cultura infinitesimal. Para eles os
livros textos escritos segundo o rigor da teoria weierstrassiana séo
literalmente indecifraveis. O seguinte relato hipotético mostra porque.

Pergunta-se a um aluno de célculo qual a &rea sob o grafico da
parébola y = x? entre x = 2 e x = 5. Ele logo calcula. Pergunta-se por
que faz assim. Ele fica atrapalhado. Um colega dele sugere que é pelo
teorema fundamental do célculo. Ele concorda, meio sem jeito. A cena
se desmancha. Porém, como o aluno tem brio, a noite, em casa, ele
pega o livro para tirar a limpo o que, afinal, lhe escapara nesse
assunto. Por que a rea se calcula assim? Pelo teorema fundamental
do calculo? Onde esté ele? Ele toma por exemplo Swokowski [1983].
0 indice remissivo lhe indica a pagina 356. Ele vai la e encontra:

Suponhamos f continua em um intervalo fechado [a, b].
Parte I: Se a funcgao G é definida por G(x)=rf(x)dx para todo x em [a,
b], entdo G é uma antiderivada de f em [a, b]. '
, Parte II: Se F é qualquer antiderivada de f em [a, b], entao
[ f(x)dx=F(b) - Fla).

Que a integral definida é F(b) - F(a) eu jé sei, desde antes do vestibular.
Todos os meus colegas sabem isso, nao hé porque duvidar. O que eu
quero saber é por que a integral definida me da a area.

Ou seja, em vez de entender a integral definida como area e se
perguntar por que a area se calcula pela variagédo de uma primitiva, o
aluno entende a integral definida como variagédo de uma primitiva e se
pergunta por que ela lhe dd a drea. Isso se deve a predominancia, na
cultura em que ele vive, do conceito de fungao do século XVIII, usado
por exemplo por Euler: fungdo é uma férmula ou expressao analitica.
Ora, a 4rea ndo é uma tal férmula. Dizer que a drea é uma primitiva nao
é dizer muito, nao é dizer como se acha a “expressao” da area. Essa
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