Quadrados Mé&gicos e Matematica
“Abstrata”

AvcusTo J. M. WANDERLEY

1. DeFinigAo, FaTos HisTORICOS
Na China Antiga j4 ha registro do aparecimento de matrizes quadradas
como:

4 9 2
3 5 7
8 1 6

nasquais;:S=4+9+2=3+5+7=8+1+6=4+3+8=9+5
+1=2+7+6=4+5+6=8+5+ 2 =15 (ver[4]).

Novos exemplos de quadrados desse tipo surgem ao longo da Historia.
Na famosa gravura “Melancolia”, de A. Diirer, no Museu Britanico, datado
de 1514 aparece a matriz:

16 3 2 13
5 10 | 11 8
9 6 i 12
4 15 | 14 1

Para tal matriz, as somas acima valem S = 34 (ver [2], Cap. 12).

Definigao: Uma matriz A = [aij], nxn,coma;e N.I€i<€n, 1<j<m,
neN=1{1,2,..,n,..}, diz-se um quadrado magico, quando: q, + a,,
+o.aq,=S=a,+a,+..a,, quaisquer que sgjamiej, 1 <i<n, 1 <j
<n e quando, além disso,a,, +a,, + ... +ta,=S=a, +a,,  + ..+
an , ou seja, quando as somas dos elementos em cada linha e as somas
dos elementos em cada coluna valem S, fixo e quando, adicionalmente,
as somas dos elementos em cada uma das diagonais, também valem S.

Os exemplos classicos, de quadrados magicos, como acima, lidam
com nimeros naturais. Varias questdes interessantes podem Sser
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colocadas para tais tipos de quadrados, algumas delas ligadas a teoria
dos jogos. Uma referéncia tradicional sobre o assunto, ja traduzida para
o Portugués é [3]. Nessa referéncia sao consideradas questoes relativas
a: métodos de construgao, quadrados cuja ordem é um nimero primo,
quadrados: latinos e eulerianos, etc. Um breve resumo, comentado, de
algumas dessas situagoes descritas em [3] é dado em [1]. A maior parte
desses resultados vale para a subclasse dos quadrados mégicos normais
isto é, para a subclasse daqueles quadrados mégicos de ordem n formados
por elementos retirados, obrigatoriamente, do conjunto {1, 2, ...., n?}.
Informagdes atualizadas sobre o assunto podem ser obtidas, por exemplo,
em http:/www.pse.che.tohuku.ac.jp/msusuki/MagicSquare.html.

2. Quabrapos MAgicos bE OrpEM TrES, Usanno NUMEROS REATS,
E MATEMATICA “ABSTRATA"”

No que segue os quadrados magicos A = [a,.j] serao tais eu os @, serao
numeros reais. Assim, teremos matrizes como:

V2 -2 -
~§O-NE 0 V2+m ;
" B B para as quais, S = 0.
Essa nova classe de quadrados méagicos é bem mais ampla que a
anterior formada por quadrados magicos com niimeros naturais. De fato,
a nova classe é ndo-enumeravel enquanto que a anterior é enumeravel.
Apesar da ampliacao da classe tradicional dos quadrados maégicos
daremos, no caso de ordem trés, uma regra simples para geracgao de tais
quadrados reais. Para tal e para enfatizar a conexao de tais problemas
classicos com a “Matemaética Abstrata” observe que o conjunto M(3 x 3)
das matrizes reais, 3 x 3, é um espaco vetorial (real) relativamente as
operagoes de adigao de matrizes e de multiplicagdo de um ntmero real
por uma matriz. Tal espago tem dimenséo nove pois o conjunto:

100 8190 000
{000 QL G| A 000}
000 000 001

formado por nove elementos, € uma base para tal espago. Trabalharemos,
no que segue, com o subespaco de tal espaco. Formado pelas matrizes
magicas, com S = 0.

66 QuapRADOS MAGICOS E MATEMATICA “ABSTRATA”



Usaremos a notagao:

1 -1 0 0 1 -1
U= =10 1 8 V= -1 0 1
0 1 -1 1-1 0

~ S 0
(¢

a
Lemal:Sea=|"b
entao, A = alU. 4

uma matriz magica, simétrica, com S=0

Demonstragao: De fato, nessecaso,e + 2c=f+b+e=c+f+i=
=a+b+c=a+e+i=0eassim,

(e=-2c, f=-b+2c,i=b-3c,a+b=-—c.

Logo (**)0=a+e+i=a-2c+b-3c=a+b-5c.

Comoa +b=—, (*)nosda: 0 =-c-5ce,c=0.Por(*),e=0,f=-b,i
=b,b=-a.
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Portanto a =

Comentario: O lema nos garante que, em M(3x3) o subespacgo
formado pelas matrizes magicas, simétricas, com S = 0, tem dimenséao
igual a um.

SO
G oy
O 0

Lema 2: Se A = |- ¢ uma matriz mégica, anti simétrica

(logo S = 0), entao A = bV.

Demonstragao: Da hipétese, S=b+c=-b+f=-—<c-f=0.
Logo,C=-b,f=b,c=-f=-D.

SO
<, o o
(e =yl o o
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E A=|- bv.
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Comentario: O lema anterior nos diz que, em M(3x3), o subespaco
das matrizes magicas, anti-simétricas, tem dimensao igual a um.

Lema 3: Toda matriz n x n é soma de uma matriz simétrica n x n,
com outra, anti-simétrica, n x n. Se além disso, a matriz dada for magica,
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com soma nula, as matrizes simétrica e anti-simétrica, da decomposigao,
sao também magicas.

Demonstragao: Queremos para uma A, de M(n x n), decomposigéao
(*)A =X +Y, com X, simétrica (X = X') e Y, anti-simétrica (Y = Y?). Logo,
(**)A'=X+Y,(*)e(**)nosdido: X =A+ A, Y=A-A,

2 2
E assim, A=A + A'+ A- A'é a decomposigao desejada.
2 2

E claro que, se para A, asomaS = 0, a soma S, para, A + A'também sera

nula. E, de modo analogo, a soma para, A - A, seranula. 2
2

Comentario: O Lema3 e o fato evidente de que, a tinica matriz
simultaneamente simétrica e anti-simétrica é a matriz nula, garantem
que o subespaco vetorial das matrizes mégicas de soma nula é “soma
direta” dos subespacos: das matrizes méagicas de soma nula, simétricas
e, das matrizes magicas de soma nula, anti-simétricas. Portanto o
subespaco das matrizes magicas com soma nula tem dimenséao 2.

ab c
Proposigdo: Se A = | d e f | éumamatrizmagica, comS = 3s, entdo
gh i
N b-d
A=|s s s =(a—s)U+TV.
s 8§ S8
8§ 8§ 8§
Demonstragéo: A- | s s s | é uma matriz magica, com soma nula.
£ 8 8

Além disso a matriz, parte simétrica da decomposicdo dessa matriz
diferenca, em soma de uma matriz simétrica com outra, anti-simétrica
(Lema 3) tem como elemento a,, (a — s) enquanto que a sua parte anti-
simétrica tem como elementoa,, b-d . Os Lemas 1 e 2 garantem que

2
5 8§ 8
A-|s s s =(a-s)U+%V.
&858
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As demonstragdes da proposicao e seus lemas dao um algoritmo para
que seja efetuada a decomposigao acima. Por outro lado, dao uma forma
sistematica de gerarmos matrizes magicas com soma S.

Um Exemplo: Consideremos a matriz mégica, com soma S = 3s = 15:

4 9 2
M=|3 5 7
g 1L 6
55 5 4 9 2 5 5 5 -1 4 -3
Temos: A5 s s5|=|8386 7|55 56|=[20 2
Ol 81 6 b B B 34 1

que é matriz magica, com soma nula.
Efetuamos a decomposicao de tal matriz em soma de matriz simétrica
com matriz anti-simétrica:

: 3 43| [ia s 110

2|20 2[+|40-4a]]=|10-1]e
341 321! Jo-1 1]

) = o s = "
L([ras] [12s 03-3
s||202|-|404|]=|303

(34 1 L-321 3-3 0

E5El [id8 G 14
Assim, A=|55 5|-|-1 0 1 [+3]-1 0 1
s8] |0 1 1<l B

Um exercicio analogo vale, para, por exemplo, gerar uma matriz 3 x 3
magica, A = [aij], com soma 12 e tal que a,, = 2,a, = 8,a, = 6.
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