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RESUMO

Os autores de livros de Histéria da Matematica costumam desconsiderar, de modo frequente, um amplo
conjunto de exemplos de sequéncias numéricas recorrentes. De fato, aparentemente, a sequéncia de
Fibonacci costuma ser a sequéncia numérica preferida dos mesmos, em detrimento de varios outros
exemplos de sequéncias. Dessa forma, a presente proposta de sala de aula visa explorar propriedades
sobre os numeros originados das sequéncias numéricas recorrentes introduzidas por Richard Padovan e
pelo engenheiro francés Francois Olivier Raoul Perrin. Dessa forma, a partir do trabalho de Diskaya &
Menken (2022) s@o propostas um roteiro de situagdes didaticas visando encetar um projeto investigativo
em sala de aula, no contexto da formag@o inicial de professores de Matematica.

Palavras-chave: Historia da Matematica; Formagdo de Professores; Sequéncias numéricas recorrentes.

Some properties of the numbers introduced by Richard Padovan and Francois
Olivier Raoul Perrin (1910)

ABSTRACT

Authors of History of Mathematics books frequently disregard a wide range of examples of recurring
numerical sequences. In fact, apparently, the Fibonacci sequence is usually their preferred numerical
sequence, to the detriment of several other examples of sequences. Thus, this classroom proposal aims to
explore properties of numbers originating from recurrent numerical sequences introduced by Richard
Padovan and the French engineer Frangois Olivier Raoul Perrin. Thus, based on the work of Diskaya &
Menken (2022), a script of didactic situations is proposed in order to initiate an investigative project in
the classroom, in the context of the initial training of Mathematics teachers.

Keywords: History of Mathematics; Teacher training; Recurring numerical sequences.

Algunas propiedades de los nimeros de Richard Padovan y Francois Olivier Raoul
Perrin (1910)

RESUMEN
Los autores de libros de Historia de las Matematicas frecuentemente ignoran una amplia gama de
ejemplos de secuencias numéricas recurrentes. De hecho, aparentemente, la secuencia de Fibonacci suele
ser su secuencia numérica preferida, en detrimento de varios otros ejemplos de secuencias. Asi, esta
propuesta de aula tiene como objetivo explorar las propiedades de los nimeros que se originan a partir de
secuencias numéricas recurrentes introducidas por Richard Padovan y el ingeniero francés Frangois
Olivier Raoul Perrin. Asi, con base en el trabajo de Diskaya & Menken (2022), se propone un guion de
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situaciones didacticas con el fin de iniciar un proyecto investigativo en el aula, en el contexto de la
formacion inicial de docentes de Matematica.

Palabras clave: Historia de las Matematicas; Formacion de profesores; Secuencias numéricas
recurrentes.

INTRODUCAO

Em nossos trabalhos temos acentuado um componente de imprescindibilidade na
cultura matematica do professor (ALVES, 2017; 2022), quando examinamos seu
conhecimento acumulado sobre a noc¢do de numero. Reparemos que, nao fazemos
referéncia sobre os conhecimentos restritos, por vezes, do professor de Matematica,
quando tomamos como referéncia o cendrio de atuacdo da Educacdo Basica e, neste
caso, por exemplo, sabemos que determinadas simbologias ou relagdes aparentemente

banais, como a seguinte cadeia finita de inclusdes de conjuntos IN c Z < Q < IR (*),

pode esconder ou encobrir determinadas propriedades formais e estrutura axiomatica
que, de modo standard, ndo discutimos no interior da escola.

Por outro lado, quando consideramos a no¢do de numero, podemos desenvolver
uma perspectiva de compreensdo ampliada e aprofundada sobre o mesmo, na medida
em que, além da existéncia dos niimeros reais ou numeros complexos, existem uma
enorme variedade outras entidades e hierarquias que extrapolam, grosso modo, uma
simples relagdo conjuntista que indicamos em (*), mesmo que, de forma precisa, ndo
revelam uma verdade, do ponto de vista axiomatico’. De fato, quando examinamos um
simples conjunto de nimeros, por exemplo, os numeros indicados por 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8§,
13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ... nos questionamos sua origem e, com certa facilidade,

descobrimos que tais numeros sio originados pela relagao F, =F,_, +F, ,,com n>2.

n-=2"7

Nao obstante, ocorrem uma grande quantidade de sequéncias numéricas
recorrentes e que evidenciam inumeras propriedades com alguns conjuntos numéricos,
costumeiramente desconsideradas pelos autores de livros de Historia da Matematica
(ALVES, 2016; 2022). Diante deste problema, nas secdes subsequentes buscaremos
descrever um itinerario para pesquisa e investigagdo em sala de aula, a partir de certas

sequéncias numéricas originadas e/ou correlatas ao caso das sequéncias de Padovan e de

2 Ferreira (2022) apresenta uma abordagem axiomatica pormenorizada e formal dos conjuntos numéricos
e, por intermédio da nocdo de imersdo, conseguimos compreender a constru¢do formal de copias
algébricas de determinados conjuntos, de modo especial, uma cdpia algébrica do conjunto dos niimeros
naturais /N no interior do conjunto dos inteiros Z , definido como um conjunto infinito de classes de
equivaléncias, determinadas por determinada relacdo formal definida entre tais classes.
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Perrin. Diante disto, se mostra imprescindivel algum comentario sobre o arquiteto

Richard Padovan e o engenheiro francés Francois Olivier Raoul Perrin.

RICHARD PADOVAN E FRANCOIS OLIVIER RAOUL PERRIN (1841 —1910)

Richard Padovan ¢ um arquiteto e autor de livros, que desenvolveu projetos de
arquitetura em varios paises da Europa. Ele se interessou por determinadas razdes e
propor¢des empregadas em Arquitetura que determinavam valores e numeros
particulares e, por influéncia do pensamento de Aristoteles, desenvolveu um estudo
sistematico de medidas. Na figura 1, Padovan (1999) discute um modelo 3D e que, no
contexto da Arquitetura, proporciona lidar com certas razdes e magnitudes que
produzem, por exemplo, a seguinte lista de numeros: 1,1, 1, 2, 2,3,4,5,7,9, 12, 16, .....

Na figura 1 visualizamos um esboco de figuras 3D produzidas por Padovan

(1999) explica a lista de nimeros indicados ha pouco possui intima relacdo com a

seguinte equagdo x+1=x’, com uma raiz real, cujo valor aproximado, costuma ser

indicado  1,3247179572447460259609088544780973407344040569... e cujo

comportamento numérico pode ser interpretado com uma série de volumes dispostos,
segundo a figura abaixo. Na figura divisamos trés s6lidos 3D e Padovan (1999) explica
que o antigo monge beneditino holandés Dom Van der Laan (1904 — 1991) considerou
que apenas uma Unica de trés sequéncias numéricas realmente se conforma com a
natureza da quantidade e medidas tridimensionais. Padovan (1999, p. 52) comenta que,
por influéncia do pensamento aristotélico, lidamos com 4 sistemas de medidas e
propor¢des, envolvendo linhas, planos e volume. Um destes sistemas corresponde,
precisamente, ao numero plastico. Apesar de uma contribuicdo indireta, a sequéncia

definida pela recorréncia P, =P

> +P,F =B =P, =1 e que determina a seguinte
lista de nimeros 1, 1, 1,2,2,3,4,5,7,9, 12, 16, 21, 28,... recebeu o0 nome de sequéncia
de Padovan e, além disso, tal sequéncia corresponde a sequéncia A0O00931 na online

encyclopedia of integer sequences (OEIS).
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Figura 1 — Padovan (1999) discute um argumento que origina determinadas razoes
entre magnitudes de alguns sistemas métricos e de proporgdes

Fonte: Padovan (1999, p. 51 - 52)

FRANCOIS OLIVIER RAOUL PERRIN (1841 - 1910)

Frangois Olivier Raoul Perrin (1841 — 1910) foi um engenheiro francés e que
atuou na Escola Politécnica de Paris (Ecole Polytechnique) em 1958. A sequéncia que,
de modo standard, recebe a denominagdo como sequéncia de Perrin ¢ definida pela

seguinte relagdo R ., =R

n+l

+R,,R,=3,R =0,R, =2 e determina a seguinte lista 3, 0,

2,3,2,5,5,7,10,12, 17, 22,,... . Reparemos que seus valores iniciais sdo diferentes!

Figura 2 — Perrin (1999) discute um argumento que origina determinadas razdes entre
magnitudes e dos quatro sistemas historicos de proporgdes

Fonte: Perrin (1905)

Boletim Grupo de Estudos e Pesquisas em Educagcdo Matematica (GEPEM)
Rio de Janeiro, n. 82, p. 110-120, 2023, eISSN: 2176-2988
https://doi.org/10.4322/gepem.2023.008

113


https://doi.org/10.4322/gepem.2023.008

Figura 3 — Perrin (1905) ilustra um contexto de aplicacdo do seu método empregado no
contexto do transito ferroviario na garagem ferroviaria de Laigle (ao lado de Paris)
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Fonte: Perrin (1905)

Na figura 2 divisamos a capa de um livro escrito por Raoul Perrin, intitulado
“Sur une méthode nouvelle de notation des enclenchements” (Sobre um novo método de
notacdo para sinalizagdo ferroviaria), que constitui o interesse principal de sua
atividade. Logo a seguir, na figura 3, conseguimos divisar um desenho mnemonico,
elaborado por Perrin (1905) e que visa explicar a aplicagao e eficacidade do seu modelo
matematico direcionado para um amplo sistema de funcionamento de uma linha
ferrovidria nas adjacéncias de Paris.

Logo a seguir, deparamos algumas sequéncias que derivam da sequéncia de

Padovan e de Perrin.

ALGUMAS PROPRIEDADES

Na defini¢do 1 trazemos a sequéncia de Richard, recentemente introduzida por
Diskaya & Menken (2022).
Definicdo 1: A sequéncia de Richard ¢ definida pela seguinte relacao

©,.:=§,.,+&,+1, com os seguintes valores iniciais definidos por @, =0, =, =1.

(DISKAYA; MENKEN, 2022).
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Quadro 1 — Descri¢do de alguns termos iniciais da sequéncia de Richard.

SO() 801 802 503 804 t@S pG 607 pS t@9 8010 pll 8012 8013 8014

1 1 1 3 3 5 7 19 |13 ]17 |23 |31 ] 41 | 55 | 73

Fonte: Elaboragao do autor

Na defini¢do 2 trazemos a sequéncia de Raoul, recentemente introduzida por
Diskaya & Menken (2022).
Definicdo 2: A sequéncia de Raoul ¢ definida pela seguinte relagdo

R ., =R, +R +1, com os seguintes valores iniciais definidos por

n+l

R, =3,%, =0, R, =2. (DISKAYA; MENKEN, 2022).

Quadro 2 — Descri¢do de alguns termos iniciais da sequéncia de Raoul.
SR0 SR1 SRZ SR?; SR4 SR5 SRG ER7 ERS SR9 S}{10 SRll S):{12 SRl?a
3 0 [ 2| 4 3 7 8 [ 11 |16 |20 | 28 | 37 | 49 | 66

Fonte: Elaboragio do autor
Diante da introdugdo e formulagdo dessas novas sequéncias, originadas do

trabalho de Diskaya & Menken (2022), apresentaremos nosso roteiro para atividade.

ATIVIDADE DE SALA DE AULA
A presente proposta envolve um conjunto de situagdes didaticas que o professor

- formador de Matematica poderd desenvolver com alunos de Licenciatura em
Matematica, cuja maior indicacdo se insere em disciplinas de Historia da Matematica.
Situagao Didatica 1: Considerando a sequéncia de Richard e de Raoul, determine

os termos indicados por indices negativos o, € R ;.

Situacdo Didatica 2: Considerando a sequéncia de Richard e de Raoul verifique
as seguintes relagdes algébricas: @, , =0, s +0,.,—#,, R, =R, s +R, ., R, .

Situagcdo Didatica 3: Considerando a sequéncia de Richard e de Raoul ¢ a
sequéncia de Padovan (de Perrin), verifique as seguintes relagdes g =2P -1,
R, =2R —1.

Situagdo Didatica 4: De simplificado, quando consideramos o trabalho
introduzido no artigo cientifico de Diskaya & Menken (2022) podemos afirmar que,
grosso modo, os autores apresentam apenas algumas propriedades das sequéncias

originais de Padovan e de Perrin, a menos de determinadas propriedades e

combinacoes?
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Comentarios sobre a Situacdo didatica 1. De acordo com a recorréncia indicada
na definicdo 1, vamos substituir o seguinte indice particular e determinar
n=—1.@,=@,+9 +lp =p,—p,-1=1-1-1=-1, isto &, encontramos que
9 ,=—1.Emseguida, para n=-2..p, =p +p,+lop,=p —p —1=1+1-1=1,0u
seja, encontramos que _, =1. Em seguida, vemos que se n=-3.. 0, =0 ,+p ,+1,
segue que o ,=g,—_,—1=1-1-1=1. Sucessivamente, poderemos determinar a

seguinte lista de elementos indicados no Quadro 3, logo abaixo.

Quadro 3 — Determinagao dos termos da sequéncia de Richard de indice negativo
80—12 80—11 80—10 80—9 (p—S 80—7 (p—() 80—5 (@_4 80—3 (p—2 80—1
? ? 5 —7 3 -1 | -3 3 -3 1 1 -1

Fonte: Elaboracao do autor

De modo semelhante, quando consideramos a sequéncia de Raoul, definida por

R,,=R,,+R,+1 vamos tomar n=-1..R, =R +R_ +1<=>R_ =R, -R -1 e,
assim, encontraremos que R, =R, —-R,—-1=2-3-1=-2. Em seguida, veremos que
n=-"2.R=R_,+R,+1oR, =R -R ,-1=0+2-1=1. Para o proximo indice,
teremos que ocorre n=-3. R =R, +R,;+1<c>R ;=R -R ,-1=3-1-1=1.

Sucessivamente, no Quadro 4 exibimos mais alguns valores particulares e o termo R_, .

Quadro 4 — Determinagao dos termos da sequéncia de Raoul de indice negativo
iRIZ ER11 ER10 E){9 SRS 9{7 mé i]%5 9{4 E){3 SR2 SR1

? ? ? ? ? -9 4 4 -4 1 1 -2

Fonte: Elaboragdo do autor

Comentarios sobre a Situacdo didatica 2. Vamos considerar as seguintes

recorréncias @, ., =, +,+1 € @, ., =0 .+, +1. A seguir, vejamos sua

diferenca  ©,.,=0,.: =@, + P, tD = (0,1 +9,+D)=0,, 0, © 0, =P, TP, — 0,
De modo semelhante, podemos encontrar uma relagdo semelhante, no caso da definicao
2.

Comentarios sobre a Situacdo didatica 3. De modo indutivo, os estudantes
podem verificar alguns exemplos numéricos particulares que indicamos na tabela abaixo
e que indicam a seguinte relacdo ¢ =2P —1 e, a seguir, empregaremos um principio
argumentativo standard de uma verificacdo que emprega Indugcdo Matematica.
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Quadro 5 — Descrigao de relagdes numéricas entre a sequencia de Padovan e Richard

0 £ §> £ 4 s 56 7
1 1 1 3 3 5 7 9
2-B-1|2-R-1|2-P-1|2-PR-1|2-P-1|2-PR-1|2-B-1|2-P-1

Fonte: Elaboragao do autor

Basta verificar que @, ., =0, +¢,+1=Q2P,, -D+Q2P,-)+1=2(P,, +P)-1,

+1

portanto, para todo inteiro positivo n>0, vale a relacdo ¢, ., =2P, ,—1. De modo

n+3
semelhante, ao considerarmos a recorréncia fundamental dos numeros de Perrin,
+R

indicada anteriormente por R ,,=R podemos escrever a seguinte relagdo

n+l n?o

R =R, +R +1=2R, —1)+Q2R,~1)+1=2(R,, +R)-1=2R . —1. Por

n+1
conseguinte, por Indu¢do Matematica, verificamos que o, =2P -1, R =2R -1, para

quaisquer inteiros positivos n>0.
Comentarios sobre a Situagao didatica 4. Considerando as relacdes determinadas

na situacdo anterior, por exemplo, a relacdo ¢, =2P —1, podemos interpretar que, por

intermédio de determinadas operacdes realizadas sobre certos vetores, podemos
determinar uma outra sequéncia numérica recorrente e que, segundo a definicao 2, foi
nominada por sequéncia de Richard.

Por exemplo, vamos considerar o seguinte vetor infinito e indicado pela lista

(solugdo da recorréncia) v=(1,1,1,2,2,3, 4, 5, 7, 9, 12, 16,...). A seguir, vamos tomar
a seguinte operacao multiplicativa 2-v:(2, 2,2,4,4,6, 8, 10, 14, 18, 24, 32,...) e, em
seguida, definindo o seguinte vetor 1=(1,1,1,1,1,1, L 1,1 1,1, 1,...), podemos
determinar a seguinte espressdo 2-v—1=(1,1,1,3,3,5, 7, 9, 13, 17, 23, 31,...) cujas

entradas correspondem, de modo preciso, aos valores numéricos indicados no Quadro 1.
Ademais, quando consultamos, de modo pormenorizado, o trabalho de Diskaya
& Menken (2022), encontramos as seguintes afirmagdes presentes no seu resumo.

In this study, we define and examine the Richard and Raoul sequences
and we deal with, in detail, two special cases, namely, Richard and
Raoul sequences. We indicate that there are close relations between
Richard and Raoul numbers and Padovan and Perrin numbers.
Moreover, we present the Binet-like formulas, generating functions,
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summation formulas, and some identities for these sequences?.
(Diskaya & Menken, 2022, p. 256)

Nao obstante, questionamos os avangos cientificos apresentados pelos autores,
na medida em que, de modo prosaico, a sequéncia numérica recorrente denominada por
sequéncia de Richard e a sequéncia de Raoul sdo provenientes de combinagdes e
operacdes a partir das sequéncias originais de Padovan e de Perrin. De modo particular,
tanto a Richard e a sequéncia de Raoul sdo ditas nio homogéneas®, enquanto que as
sequéncias numeéricas recorrentes de Padovan e de Perrin sdo homogéneas (ndo
possuem termos constantes), pois ndo possuem termos constantes.

Outrossim, quando examinamos um amplo universo de outras sequéncias
numéricas recorrentes (sequéncia de Lucas, Pell, Jacobsthal, Mersenne, Oresme,
Narayanna, Leonardo, etc..) podemos verificar, com algum empenho, que tais
sequéncias determinam novos conjuntos de numeros que ndao admitem operacoes
semelhantes, tendo em vista a determinagdo de alguma delas a partir das outras.

Finalmente, sugerimos, aos alunos interessados, uma consulta ao livro de
Vorobiev (2002) e um exame do seguinte teorema apresentado por Vorobiev (2002).

Teorema: Considerando duas listas (solugdes) v,v' de uma determinada
sequéncia recorrente. Entdo, para duas constantes quaisquer c,,c, € determinadas
condi¢cdes de ndo proporcionalidade entre as solugdes v,v', teremos que cv+c,v'

também ¢ solucao da mesma recorréncia.

CONSIDERACOES FINAIS
A proposta de sala de aula descrita nas se¢des predecessoras foi amparada por

um interesse precipuo do incremento de uma cultura matematica do professor (em
formacdo inicial) e se mostra correlacionada com a nogdo de nimero e, de modo
particular, determinados conjuntos numéricos originados por recorréncia e que
concorrem para o inscremento de inumeros exemplos de sequéncias numéricas

recorrentes, no ambito da Historia da Matematica (ALVES, 2016; 2017, 2022).

3 Neste estudo, definimos e examinamos as sequéncias de Richard e Raoul e tratamos, em detalhe, de dois
casos especiais, nomeadamente as sequéncias de Richard e Raoul. Indicamos que existem relagdes
estreitas entre os numeros de Richard e Raoul e os nimeros de Padovan e Perrin. Além disso,
apresentamos as formulas do tipo Binet, fun¢des geradoras, formulas de soma e algumas identidades para
essas sequéncias. (Diskaya & Menken, 2022, p. 256)

4 ~ A ; _
Uma relagdo de recorréncia geral ¢ expressa por a, =c¢,a, ,+¢,a, ,+¢a, ;+--+ca,  + f(n), em
que identificamos os coeficientes ¢,¢,,C5,...,C, € uma fungdo f(n). Quando tal fungdo ¢

identicamente nula, dizemos que a sequéncia ¢ homogénea, caso contrario, sera chamada ndo homogénea.
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De modo especial, a presente proposta buscou enfatizar propriedades
decorrentes dos nimeros de Padovan e dos nimeros de Perrin originados/determinados
pelas correspondentes relacdes de recorréncia, cuja terminologia adquiriu popularidade,
no ambito da pesquisa e de publicacdes cientificas em Matematica Pura, como
decorréncia dos trabalhos de Richard Padovan e do engenheiro francés Frangois Olivier
Raoul Perrin (1910), embora, no caso do primeiro, a maior contribui¢ao ocorreu a partir
das descobertas do antigo monge beneditino holandés Dom Van der Laan (1904 —

1991), que proporcionou a introdugao do nimero plastico ao campo da arquitetura.

Quadro 6 — Descrigdo resumida das sequéncias numéricas recorrentes relacionadas com
a atividade de sala de aula

Sequéncia numérica recorrente Férmula de recorréncia
Padovan P.=P_ +P.P=P=P=1
Perrin R =R, +R,R=3R=0R =2
Richard Pz = T0,+1, 9, =0, =0, =1
DISKAYA & MENKEN (2022)
Raoul R, =R, +R,+1, Ry=3,NR,=0,R,=2
DISKAYA & MENKEN (2022)

Fonte: Elabora¢ao do autor

Finalmente, a proposta de sala de aula visa assinalar um roteiro de investigacao
que se ampara em duas novas “pseudo” sequéncias numeéricas, uma vez que, podemos
empregar uma abordagem essencialmente vetorial e, a partir de algumas nog¢des da
Algebra Linear (KAUERS; PAULE, 2011; VOROBIEV, 2002), conseguimos
determinar os mesmos resultados pretensamente discutidos por Diskaya & Menken
(2022) em seu artigo cientifico. De modo particular, o conjunto de todas as sequéncias
indicadas no Quadro 6 admitem um processo de extensdo e determinacdo do seu

comportamento, segundo indices inteiros negativos (ALVES; CATARINO, 2022).
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