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1. INTRODUGAO

Na dltima década, o contexto de sala de aula tem sido ambiente
amplamente investigado por pesquisadores interessados em: (a) examinar
as interacoes entre alunos e professor, e alunos entre si; e (b) desenvolver
praticas educacionais que facilitem a aprendizagem de conceitos
especificos. O presente estudo refere-se a este segundo enfoque, tendo
por objetivo apresentar e discutir uma pratica de ensino voltada para o
conceito de proporcao com criancas de 2° série do ensino fundamental
em uma escola publica na cidade do Recife.

No Brasil, o ensino de proporcao é introduzido na 6° série do ensino
fundamental por volta dos 11-12 anos de idade, por se acreditar que antes
desta idade seria impossivel a compreensao deste conceito.
Tradicionalmente, como mencionado por Carraher, Carraher, Schliemann
e Ruiz (1986), Nunes, Schliemann e Carraher (1993), e Schliemann e Nunes
(1990), o ensino de proporcao se caracteriza por: (a) levar o aluno a usar
expressoes do tipo “a estd para b, assim como c estd parad” e “a/b = ¢/d”;
(2) explicar a distincao entre proporcoes diretas e inversas; e (c) apresentar
problemas cuja resolucao se restringe a aplicacdo do algoritmo da regra-
de-trés e de calculos numeéricos precisos. Porém, nem o uso apropriado da
regra-de-trés e nem o uso das expressdes matemaéaticas associadas a
proporcao garantem a compreensao do aluno acerca das relacoes e dos
principios envolvidos neste conceito, e nem tampouco oferecem subsidios
para que suas dificuldades sejam superadas.

No entanto, estudos em psicologia do desenvolvimento cognitivo tém
mostrado que criangas desde os 6-7 anos possuem nocoes iniciais sobre
proporc¢ao (e.g.; Miiller, 1978; Spinillo, 1997; Spinillo & Bryant, 1991,
1999); e que, além disso, sdo capazes de aprender sobre este conceito a
partir de situacoes de intervencao baseadas em estimativas (e.g.; Brink
& Streefland, 1979; Miiller, 1979; Siegler & Vago, 1978; Spinillo, 2002).
Esses dados tém implicacoes educacionais importantes: é possivel
ensinar proporcao em séries iniciais do ensino fundamental. Esta
instrucgao, contudo, precisa voltar-se para as nocgodes iniciais que as
criangas possuem e para as habilidades que ja dominam, ao invés da
forte énfase no uso do algoritmo, do simbolismo matematico e de calculos
numéricos precisos.

Spinillo (1994; 1996) afirma que as nogdes iniciais que as criancgas
possuem sobre diversos conceitos matematicos e as estratégias de
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resolucao que espontaneamente adotam nao sao consideradas pela escola;
ou porque se acredita que antes da instrucdo formal a crianca nao
desenvolveu nenhuma forma de raciocinio matemaéatico ou porque as
formas de raciocinio que utilizam néo sdo apropriadas, devendo serem
substituidas pelo conhecimento formal. Porém, o conhecimento informal
é relevante para a construcao dos conhecimentos matematicos escolares;
no caso especifico da proporcao, é importante saber quais as nogoes
iniciais que as criancas apresentam sobre este conceito e as estratégias
de resolucao que adotam.

2. A NATUREZA DO CONCEITO DE PROPORGAO E AS NOGOES INICIAIS
DAS CRIANGAS ANTES DO ENSINO ESCOLAR

Spinillo (1996) comenta que criangas entre 5-7 anos sao capazes de
compreender inimeros principios matematicos basicos antes de serem
formalmente ensinadas e antes de adquirir habilidades computacionais
necessarias para representar seu conhecimento. Esse comentéario
encontra respaldo em pesquisas conduzidas com criancas sobre o conceito
de proporgao (e.g.; Singer, Kohn & Resnick, 1997; Spinillo & Bryant,
1991, 1999). Antes, de apresentar os resultados de algumas dessas
pesquisas, é necessario compreender as relacoes entre quantidades que
podem ser estabelecidas em problemas de proporgéo: (a) relacoes parte-
parte; e (b) relagoes parte-todo?.

Ao se estabelecer relagdes parte-parte, as quantidades dos
problemas sdo comparadas em termos de razao (A:B), ou seja, na
proporgéo de tantas partes de A para tantas partes de B. Por outro
lado, ao se estabelecer relacdes parte-todo, as quantidades sao
comparadas em termos de fracdo (A/B), ou seja, em termos da
quantidade de partes em relacdo ao todo (nimero total de partes). O
problema do suco de laranja apresentado a seguir, extraido dos
estudos de Noelting (1980a, 1980b), é um 6timo exemplo de como
tais relagbes podem ser estabelecidas durante a resolugdo de um
problema de proporcgao:

% Tais relagbes sao caracteristicas de problemas de comparacgao. Outros tipos de problemas de
proporcao, como os de incégnita, por exemplo, ndo sdo passiveis de serem resolvidos através
de estratégias como aquelas apresentadas a seguir. Para maiores detalhes sobre os diferentes
tipos de problemas de proporcao, consultar Hart (1981,1984), Karplus, Pulos e Stage (1983),
Lamon (1993) Tourniaire e Pulos (1985), e Lesh, Post e Behr (1988).
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Duas jarras de bebidas sao apresentadas: uma preparada com 3 copos
de suco de laranja e 1 copo de 4gua; e a outra com 2 copos de suco de
laranja e 2 de 4gua. Qual das duas bebidas tem o gosto mais forte de
laranja, ou ambas tém o mesmo gosto?

Usando a estratégia parte-parte, compara-se em cada bebida o
numero de copos com suco de laranja com o niimero de copos com
agua, representando-se essas relacoes através das razoes 3:1 e 2:2.
Usando a estratégia parte-todo, compara-se o nimero de copos com
suco de laranja com o numero total de copos em cada bebida,
representando-se essas relacoes através das fracoes 3/4 e 2/4.

Um outro exemplo é o problema proposto por Bruner e Kenney (1966):
Dois recipientes sao apresentados: um estreito e alto, e outro largo e
baixo, ambos com agua até a metade. Qual recipiente esta mais cheio
que o outro, ou ambos estao igualmente cheios?

Usando a estratégia parte-parte, compara-se em cada recipiente o
espaco ocupado com dgua com o espago vazio, representando-se essas
relagdes através das razdes agua: espaco vazio em um recipiente e
dgua: espaco vazio no outro recipiente.

Usando a estratégia parte-todo, compara-se em cada recipiente o
espaco ocupado com agua com o volume total de cada recipiente,
representando-se essas relacoes através das fracgoes 1/2 e 1/2.

Essas estratégias sao igualmente apropriadas para solucionar os
problemas apresentados. Enquanto adultos adotam ambas as estratégias,
criancas resolvem tais problemas através de comparagdes parte-parte
(razao). A preferéncia por esta estratégia decorre do fato de que, como
documentado por Piaget e Szeminska (1975), é mais facil comparar duas
partes simultaneamente presentes (suco vs. 4gua; dgua vs. espago vazio)
do que comparar uma parte com o todo ao qual pertence (nimero de
copos com suco vs. numero total de copos da bebida; espago com agua
vs. volume total do recipiente).

A preferéncia por estratégias parte-parte é documentada por Spinillo
e Bryant (1991; 1999) em que se verificou que desde os 6 anos, criancas
sdo capazes de, usando estimativas, adotar julgamentos proporcionais
para resolver tarefas de comparacao entre razdes representadas por
quantidades continuas e discretas. Analisando-se as justificativas das
criancas nesses estudos, e em outros documentados na literatura,
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observou-se o uso freqiiente de estratégias parte-parte para determinar a
equivaléncia ou ndo-equivaléncia entre razoes. Associada a esta estratégia,
identificou-se o uso do referencial de ‘metade’ como ancora para realizar
as estimativas, como pode ser ilustrado nos exemplos a seguir:

Tarefa do suco de laranja:

3 copos com suco: 1 copo com dgua vs. 2 cOpos com suco: 2 copos
com agua

“Fica mais forte nessa (3:1) porque tem mais suco que dgua. Na outra
jarra (2:2) é metade de suco e metade de dgua. E igual de suco e de
agua, nao fica forte nao.”

Tarefa dos recipientes com agua

“Tem mais 4gua nesse (copo estreito e alto) do que nesse daqui (copo
largo e baixo). Mas os dois estao cheios do mesmo jeito, quer dizer,
cheio igual, porque eles tém metade vazio e metade com agua.”

Recentemente, Spinillo (2002) investigou a possibilidade de que
criancas entre 6 e 8 anos pudessem aprender sobre proporgoes, usando
a estratégia de ‘metade’ de forma sistematica. Adotando um planejamento
experimental consistindo em pré-teste, pds-teste e uma intervencao,
180 criancas foram igualmente divididas em trés grupos: um que apenas
realizava uma tarefa de proporgdo, um grupo controle e um grupo
experimental. As criancas do grupo experimental era sugerido o uso do
referencial de ‘metade’ para resolver uma série de problemas de
proporc¢ao, estabelecendo relacoes parte-parte. O desempenho no pés-
teste foi superior ao desempenho no pré-teste apenas para as criancas
que receberam a intervencao, as quais superavam as dificuldades iniciais
detectadas no pré-teste. Verificou-se, ainda, que no pés-teste estas
criancas apresentavam um desempenho superior ao das criancas dos
demais grupos. Além do desempenho, observou-se que, apés a
intervencao, as criancas do grupo experimental passavam a usar um
maior nimero de justificativas proporcionais para explicitar sua maneira
de raciocinar do que as criancas dos outros dois grupos. Concluiu-se
que criangas podem ser ensinadas a fazer julgamentos proporcionais,
sendo a estratégia de ‘metade’ um referencial importante que auxilia a
lidar com as quantidades e as relagdes cruciais ao raciocinio proporcional.
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O uso dessa estratégia parece ser um passo importante na aprendizagem
inicial deste conceito.

Uma vez que as criancas apresentam nocoes iniciais importantes sobre
proporcao e sao capazes de, individualmente, se beneficiarem de uma
intervencao especifica como aquela realizada no estudo acima, cabe
perguntar se seria possivel criar situacoes didéaticas que levassem os alunos
a aprender sobre este conceito no contexto de sala de aula. Em vista disso,
foi desenvolvida uma pratica em sala de aula para o ensino de proporgao
em alunos do ensino fundamental que ainda ndo haviam sido formalmente
instruidos sobre proporcao. A pratica pedagogica apresentada a seguir nao
deve ser entendida como um estudo cléassico de intervengio, mas como um
relato de uma experiéncia conduzida em sala de aula que tomou por base
um referencial tedrico que pressupde que a aprendizagem desempenha papel
importante no desenvolvimento de formas mais elaboradas de raciocinio e
que, também, apoiou-se em consideragoes tedricas e evidéncias empiricas
derivadas de pesquisas sobre o raciocinio proporcional em criangas.

3. VISAO GERAL DA PRATICA CONDUZIDA EM SALA DE AULA

A alternativa educacional proposta foi implementada em uma sala
de 2° série do ensino fundamental de uma escola publica na cidade do
Recife que atendia 23 alunos de baixa renda, com idades entre 8 e 9
anos, sendo alguns deles repetentes. O estudo consistiu em duas etapas:
capacitagio da professora e a intervencao realizada na sala de aula.

Primeira etapa: Capacitagao da professora

Com o objetivo de preparar a professora, foram realizados cinco
encontros com trés horas de duracao cada. Esses encontros consistiam
em: (a) palestras sobre temas relativos a educagao matematica e sobre o
conceito de proporgao; (b) discussio de textos previamente selecionados
e lidos pela professora antes de cada encontro; (c) apresentagao e
discussao de atividades usualmente adotadas na pesquisa em psicologia
do desenvolvimento cognitivo sobre o conceito de proporcao; (d) analise
de protocolos de criancas resolvendo problemas de proporgao,
identificando as dificuldades experimentadas, as estratégias de resolugao
adotadas e as nocodes iniciais que apresentavam; e (e) elaboracao e
planejamento de atividades a serem conduzidas durante a intervencgao.
Além desses, foram realizados encontros de apoio para acompanhar,
avaliar e orientar a professora na condugao das atividades.

16 ENSINANDO PROPORGAO A CRIANGAS: ALTERNATIVAS PEDAGOGICAS EM SALA DE AULA



Segunda etapa: A intervencao em sala de aula

Um total de 18 aulas foram ministradas no periodo de nove semanas,
com duracdo aproximada de 90 minutos cada, em que eram propostas
duas ou trés atividades de resolucao de problemas a serem realizadas
em pequenos grupos. A exemplo de Shayer (1997), ao final de cada
atividade cada grupo apresentava suas solugoes, oralmente ou por escrito,
para toda a sala, sendo conduzidas discussoes acerca das diferentes
formas de raciocinar dos alunos. Registros foram feitos por uma
observadora que gravava algumas passagens, procurando cobrir a maior
diversidade possivel de atividades. A observadora auxiliava a professora
na realizacao das atividades.

4. ASPECTOS GERAIS SOBRE A NATUREZA DA INTERVENGAO PROPOSTA

4.1. A ASSISTENCIA FORNECIDA

Em situagdes de ensino-aprendizagem é de particular importancia
compreender o tipo de assisténcia que o adulto (professor) fornece a
crianca. Garton (1992) e Brainerd (1978; 1987), comentam que, apesar
das inameras formas de assisténcia do adulto em estudos de intervencao,
essas formas podem ser agrupadas em duas modalidades de intervencao:
autodescoberta e instrucao direta ou tutorada.

De maneira geral, a autodescoberta se caracteriza por situagoes que
evitam uma diretividade por parte do adulto e por enfatizar a importancia
da acdo e da manipulagéo ativa por parte da crianca. O adulto apresenta
contra-argumentagoes, procurando testar a seguranca do raciocinio da
crianca e gerar situacoes de conflito, enquanto a crianca é encorajada a
fazer suas préprias descobertas. Por sua vez, a instrugao direta ou
tutorada requer um papel ativo do adulto que pode fazer intervengoes
explicitas, tais como: apresentar regras e estratégias de resolucgao,
fornecer feedback e explicacoes, corrigir solucoes e hipéteses inadequadas
ou pouco efetivas. Apesar do papel ativo do adulto, o papel da criancga
nao se restringe a uma recepgao passiva de informacgoes, ao contrario,
ela participa ativamente de todo o processo.

A prética pedagdgica proposta neste estudo caracterizou-se por uma
intervencao de natureza tutorada em que a assisténcia da professora se
baseava nos seguintes pontos:

(i) dirigir a atengdo da crianga para os aspectos relevantes de uma
dada situacao, tornando-os explicitos.

AriNA GALVAO SPINILLO 17



(ii) fornecer feedback acerca do acerto/erro dos alunos, corrigindo-os
quando necessario. Tanto o feedback como as correcdes eram
acompanhados de explicacdes. Com isso procurava-se promover
redefinig6es e re-organizagoes conceituais que permitissem a emergéncia
de formas mais apropriadas de raciocinio. Os erros eram interpretados
como indicadores da perspectiva cognitiva do aluno.

(iii) apresentar contra-exemplos e contra-argumentos, com o objetivo
de gerar conflitos e desafios que levassem a reflexdo e promovessem
discussoes pertinentes sobre o problema que estava sendo resolvido.

(iv) utilizar diferentes suportes de representagao: material concreto
e representacoes graficas variadas (desenhos, diagramas, representacoes
iconicas e simbd6licas — niimeros e linguagem natural).

(v) conduzir discussdes com a classe como um todo apds a realizacédo
das atividades em pequenos grupos. Isso permitia que os alunos tivessem
a oportunidade de compartilhar tanto os insights que tinham como
também as dificuldades experimentadas e as formas de superda-las. Os
alunos aprendiam a partir da socializacao e discussdo das idéias dos
outros.

(vi) apresentar conclusoes e fechamento de carater geral ao final das
atividades.

4.2. O PENSAMENTO E AS AGOES DOS ALUNOS COLOGADOS EM EVIDENCIA

Foi estabelecido um ambiente de discussao que estimulava o aluno a
explicitar, refletir sobre suas formas de raciocinar e proceder. Os alunos
eram sistematicamente encorajados a explicitar suas posicoes, a ouvir a
dos outros, fazer comparacoes entre elas e avaliar sua adequacao. Neste
sentido, a intervencgao proposta baseou-se fortemente em um mecanismo
cognitivo considerado da maior importancia em situagdes de
aprendizagem: a metacognicao®.

De maneira geral, a metacognicao refere-se a habilidade do individuo
em tomar seu proprio pensamento como objeto de analise e reflexio;
sendo um processo intelectual que envolve, dentre outros aspectos, a
consciéncia sobre os atos e processos de conhecer e de raciocinar em
uma dada situacao (ver Flavell, 1976, 1979; Seminério, Anselme &

3 Diversas consideracdes acerca da metacognicao em relacao a conceitos e resolucao de problemas
em matematica sdo discutidas por Schoenfeld (1987).
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Chahon, 1999). A metacognicao teve papel de destaque no processo de
ensino-aprendizagem proposto, por ser um mecanismo capaz de ativar
processos de raciocinio, promover habilidades de gerenciamento
cognitivo sobre processos de resolucgdo, auxiliar na identificacao de
inconsisténcias no raciocinio, promovendo um redirecionamento deste
para formas mais apropriadas. Esse mecanismo parece ser ativado mais
freqiientemente em situacdes tutoradas do que em situagoes baseadas
na autodescoberta.

Colocar as agoes e as formas de raciocinar dos alunos em evidéncia,
tornando-as objeto de andlise e discussao, permitia que a professora
compreendesse 0s processos de raciocinio dos alunos e, ainda, que cada
aluno compreendesse a sua propria maneira de raciocinar e a maneira
de raciocinar dos colegas. Para tal, justificativas e explicagbes eram
solicitadas pela professora (“Como fez? Como pensou para resolver? Por
que fez assim?”), independentemente do raciocinio adotado estar correto
ou incorreto. O objetivo era expor, discutir, analisar e comparar as idéias
veiculadas em sala de aula. Inicialmente a professora propunha uma
situacdo-problema e aguardava que os alunos apresentassem suas formas
de resolucao; podendo, ela também apresentar suas préprias idéias.

5. ASPECTOS ESPECIFICOS SOBRE O ENSINO DE PROPORGAO

Além dos aspectos gerais acima mencionados, a intervencao realizada
apoiou-se em aspectos especificos relativos ao conceito de proporcao
(seus invariantes); nas nocoes intuitivas dos alunos; e em uma variedade
de situacoes e representacoes relativas a este conceito. Neste sentido, a
teoria dos campos conceituais de Vergnaud (1997) teve papel fundamental
na construgao desta proposta.

Os pontos especificos que nortearam a presente intervencgio podem
ser, assim, descritos:

(i) Enfase em estimativas

Sem duvida, a quantificagdo numeérica é essencial para um dominio
pleno do conceito de proporcdo. No entanto, é importante considerar
que as nogoes iniciais sobre este conceito se estruturam a partir de
estimativas e julgamentos qualitativos, como afirmam Streefland (1984,
1985) e Spinillo (1996). Em se tratando de criancas jovens, como aquelas
neste estudo, este ponto assume especial relevancia. Estimativas e
comparacobes qualitativas do tipo ‘mais/menos que’, ‘maior/menor que’,
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‘igual a’ foram exploradas em situagoes diversas que envolviam relacoes
entre quantidades continuas e discretas. Estimativas sdo processos de
resolugcdao semi-numeéricos que propiciam a passagem de formas
qualitativas de raciocinio para formas quantitativas precisas. Como
afirmado por Lamon (1993), formas qualitativas de raciocinio
proporcional guiam a aplicacao futura de formas quantitativas.
Importante mencionar que muitas das competéncias conceituais das
criancas sdo bem mais desenvolvidas do que sua competéncia simbdlica
e numeérica, sendo necessario, portanto, atentar-se para tais
competéncias. Considerando isso, a intervengio proposta consistiu em
apresentar atividades e situagoes-problema em que se enfatizava mais
os principios conceituais do que as habilidades de céalculo.

(ii) Uso de pontos de referéncia como ancoras para o raciocinio

Pontos de referéncia, como o referencial ‘metade’, por exemplo, sdo
fundamentais em atividades que envolvem estimativas. Como indicado
pela literatura na area, o uso do referencial de ‘metade’ é estratégia
importante para decidir, em termos qualitativos e semi-numeéricos, acerca
da equivaléncia ou nao-equivaléncia entre razoes. Situagoes diversas
foram apresentadas aos alunos em que este referencial era amplamente
utilizado na resolugao dos problemas apresentados. Cabe ressaltar que
estimar e usar ancoras sio habilidades importantes para o raciocinio
matematico de modo geral, como apontado por Sowder (1995); e para o
raciocinio proporcional, em particular, como sugerem Lovett e Singer
(1991), Spinillo e Bryant (1991), e Spinillo (1996, 1997, 2002). Embora
pouco desenvolvidas e estimuladas no contexto escolar, essas habilidades
foram amplamente adotadas durante a intervencao.

(iii) Reflexao acerca das relagoes envolvidas no pensamento
proporcional

O pensamento proporcional refere-se a habilidade de estabelecer
relacbes: relagoes de primeira-ordem e relagbes de segunda-ordem®*.
Tomando como exemplo o problema do suco de laranja apresentado
anteriormente, as relagoes de primeira-ordem sao aquelas entre o espaco
ocupado por dgua e o espaco vazio em cada recipiente; enquanto as
relacoes de segunda ordem consistem em comparar as relagoes dgua-

4Spinillo (1992; 1997) discute amplamente acerca das relacoes de primeira e de segunda-ordem
envolvidas no raciocinio proporcional.
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espaco vazio em cada recipiente. Pesquisas mostram que uma das
possiveis causas das dificuldades das criancas com problemas de
proporcao decorre de dificuldades em lidar com as relagoes de primeira-
ordem que sao o ponto de partida do pensamento proporcional (Spinillo
& Bryant, 1991, 1999; Spinillo, 1992, 1993, 1997). Assim sendo, a
intervencgao proposta consistia em explicitar e discutir com os alunos as
relagdes de primeira-ordem estabelecidas durante a resolugao dos
problema apresentados, sem entretanto, adotar esta terminologia.

(iv) Enfase em problemas de proporcao do tipo comparacao

Segundo alguns autores, problemas de incégnita tendem a ser mais
dificeis que problemas de comparacéao (e.g.; Tourniaire, 1986; Tourniaire
& Pulos, 1985), pois requerem a aplicacdo da regra de trés em que o
termo a ser descoberto (incégnita) é numericamente quantificado. Além
disso, por nao envolverem dimensdes complementares, tais problemas
nao podem ser resolvidos através de relagoes parte-parte que sdo aquelas
utilizadas preferencialmente pelas criancgas. Problemas de comparacao,
por outro lado, permitem, mais freqlientemente, o aparecimento de
comparacoes qualitativas e o uso de relagbes parte-parte, como
demonstrado nas solugdes dadas pelas criangas no problema dos
recipientes com agua e no problema do suco de laranja. Assim, a grande
maioria dos problemas apresentados em sala de aula tratava-se de
problemas de comparacao que permitiam o estabelecimento de relagoes
parte-parte e de julgamentos qualitativos.

(v) O uso de quantidades extensivas

A compreensao das quantidades extensivas e intensivas por criancas
é amplamente discutida por Nunes, Campos, Magina e Bryant (2001).
Segundo os autores, desde muito novas as criangas tém uma compreensao
de quantidades extensivas discretas, passando, posteriormente a
compreender quantidades extensivas continuas; mas experimentam
dificuldades com quantidades intensivas. Lamon (1993) verificou que
quantidades intensivas, como velocidade e prego, ndo sao passiveis de
representacoes fisicas diretas, oferecendo uma dificuldade adicional para
criangas quanto ao uso do raciocinio proporcional. Segundo nossa analise
(Spinillo & Bryant, 1991; Spinillo, 1997), quantidades intensivas nao
podem ser estabelecidas através de comparagoes parte-parte, uma vez
que as partes nao se complementam de maneira a formar um mesmo
todo (distancia e tempo; dinheiro e quantidade do produto a ser
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comprado). Diante desses resultados, as situagdes propostas na presente
intervencgao envolviam quantidades extensivas, sendo raras as situagoes
com quantidades intensivas.

(vi) Distingao entre quantidades absolutas e quantidades relativas

Pensar em termos relativos (ao invés de pensar em termos absolutos) é
essencial ao pensamento proporcional, e a emergéncia desta habilidade pode
ser entendida como um sinal de que a crianca esta comecando a fazer a ponte
entre as estruturas aditivas e as estruturas multiplicativas (Lamon, 1993).
No entanto, é sabido que muitas criancas tendem a raciocinar em termos
absolutos ao invés de em termos relativos (Piaget & Inhelder, 1975). Por
exemplo, é comum encontrar criangas que julgam que uma jarra com 4 copos
de suco e 2 copos de dgua tem um gosto mais forte de laranja do que uma
jarra com 2 copos de suco e 1 copo de 4gua, porque na primeira jarra ha mais
copos com suco de laranja do que na segunda jarra. Esse é um exemplo de
raciocinar em termos absolutos. Contudo, é essencial compreender que o
gosto é o mesmo em ambas as jarras porque elas sdo equivalentes, embora
uma tenha mais copos com suco de laranja do que a outra. Essa diferenciacao
nao é facil de ser compreendida pela crianca, mas é crucial para o
desenvolvimento do raciocinio proporcional. Assim, a professora
sistematicamente salientava a diferenca entre quantidades relativas e
absolutas, confrontando e explicitando a distingio entre elas e a inadequacao
do pensamento absoluto para a resolucao de problemas de proporgao.

(vii) Enfase nas relacoes parte-parte (razao)

De modo geral, as relacdes parte-parte siao mais faceis de serem
estabelecidas pelas criancas do que relagoes parte-todo (Piaget & Inhelder,
1969). Especificamente em relacao ao conceito de proporgao, as criancas
tendem a representar as relagoes de primeira-ordem em termos de razao
ao invés de fracao, como observado por Singer e Resnick (1992) e por
Spinilo e Bryant (1991). Lamon (1993) menciona que muitas das criancas
por ela investigadas usavam expressoes verbais associadas a razao, quando
resolvendo problemas de proporcao de diferentes tipos. Estudos mais
recentes confirmam este dado, como discutido por Nunes, Campos, Magina
e Bryant (2001) quando apresentam resultados de pesquisas sobre o
raciocinio multiplicativo em criancas entre 8-10 anos de idade. Os autores
trazem evidéncias de que a linguagem de fracoes (um terco, um quinto) é
mais complexa do que a linguagem de razdes (uma para dois, um para
quatro), visto que os alunos tinham um melhor desempenho em problemas
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apresentados na linguagem de razoes do que na linguagem de fracoes. A
explicagdo para isso é que a linguagem de razoes é facilmente assimilada
aos seus esquemas de raciocinio, 0 mesmo nao ocorrendo com a linguagem
de fracgoes. Segundo nossa andlise, o esquema de raciocinio que a crianga
apresenta é o esquema parte-parte, sendo por isso mais facil usar a
linguagem de razodes e adotar representacoes em termos de razoes.
Considerando estes dados, a professora apresentava problemas de
comparagdo em que as relacdes de primeira-ordem podiam ser
estabelecidas em termos parte-parte. As passagens a seguir, extraidas da
sala de aula, ilustram tanto este ponto como os demais acima mencionados.

6. PASSAGENS EXTRAIDAS DA SALA DE AULA

Algumas das atividades desenvolvidas em sala de aula foram
planejadas juntamente com a professora; outras basearam-se em
situacdes utilizadas em pesquisas que tinham por objetivo avaliar o
raciocinio proporcional em criancgas. Adaptacoes foram feitas para tornar
tais atividades apropriadas para o contexto de ensino em sala de aula.
As passagens a seguir® ilustram a como a intervencio ocorreu.

Passagem 1: No quadro é colocada a Figura 1. O circulo corresponde
a foto de um bolo feito de chocolate (parte escura) e de baunilha (parte
clara) antes de ter sido cortado em seis fatias. Qual dos dois conjuntos
de fatias pertence a foto do bolo antes dele ter sido fatiado: o conjunto
da esquerda ou o da direita?

AANNNNDN  AAAANN

AAA NN AANNNAN

Figura 1: O problema do bolo de chocolate e baunilha, baseado em Spinillo
e Bryant (1999).

® Prefere-se a fala da professora, cujas intervencgdes sao numeradas para auxiliar sua referéncia
nos comentarios posteriores. Os nomes dos alunos sao ficticios.
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(1) P - Como a gente pode descobrir qual o conjunto de fatias de bolo
que pertence a foto do bolo antes dele ser cortado em fatias?

Lucia - Vendo na metade do bolo (circulo) e na metade dos pedagos
(fatias), nao é?

Joao - Ah! Eu também sei disso. Nesse é aqui (indica com o dedo
sobre o circulo na parte superior da figura acima). E nesse (circulo na
parte inferior da figura acima) ja esté la. E mais facil quando o bolo ja
estd na metade.

(2) P — E nas fatias, como é que a gente sabe onde é a metade?

Lucia — A metade é 3 fatias porque todas juntas tém 6.

Jodo- Fica 3 de cada lado. Ai nao pode ser este (2:4) porque fica pouca
fatia de chocolate para o bolo. O bolo tem mais de 3, porque tem mais de
chocolate que de creme.

Lucia- Creme nao, BA -U -NI-LHA (fala auto e pausado). Ele nao sabe nada.

Joao - Eu sei sim.

(3) P- Espera ai, deixa ele falar, explicar.

Joao- Ai... Deixa eu ver ... Ah! Sim, ai, a metade tem que ser 3. A foto
(circulo na parte superior da Figura 1) passa da metade. Entdo tem que
ser esse (4:2) porque tem 4 de chocolate que é mais que 3 que é metade.

(4) P - Por que nao pode ser o outro (2:4)?

Jodo - Porque ele tem 2 de chocolate, e 2 é menos que metade.

(5) P - E dai?

Licia - Ele ndo sabe explicar direito, professora. Eu explico. A metade
é 3 nas fatias. Essa (4:2) tem mais de metade e a outra (2:4) tem menos
de metade. Na foto (circulo na parte superior da figura) tem mais que
metade. Ai tem que ser esse (4:2).

(6) P - E, vocés dois tdo pensando certo. S6 que cada um diz de um
jeito e todo jeito é bom. Quer dizer, o jeito da pessoa falar. Mas tem que
deixar sempre o colega falar, dizer como esta pensando. Tem que ouvir
e deixar o colega falar.

Licia- Eu deixei, s6 que ele demora.

(7) P — Joao, vocé disse coisas importantes. Vocé disse que quando a
foto do bolo estava na metade, como nessa (circulo na parte inferior da
figura), era mais facil. Mais facil como?

Joao- Porque assim nem precisa imaginar a metade na cabeca, ela ja
esta 14. S6 precisa saber onde fica a metade das fatias. Ai tem que contar
as fatias e ver quanto que é a metade.
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Comentarios sobre a passagem 1

Na intervencao (2), a professora procurou levar o aluno a compreender
a equivaléncia entre quantidades continuas (circulo representando foto
do bolo) e discretas (fatias), ressaltando que o referencial de ‘'metade’
poderia servir de ancora para estimar as quantidades discretas e continuas.
Note-se o esforco constante da professora em estimular que os alunos
apresentassem e discutissem suas formas de raciocinar, como demonstrado
nas intervencoes (3), (6) e (7). A retomada do raciocinio da crianca, feita
pela professora na intervengéo (7), também merece destaque. Com esta
intervencao ela procura retornar a uma observacao relevante feita por
Joao no inicio desta passagem, observagio esta que quase se perdia nos
didlogos subseqiientes. Esta retomada garantiu que o aluno compartilhasse
com 0s colegas a estratégia que havia adotado para comparar a composigao
das quantidades tanto no discreto (fatias) como no continuo (foto). A
intervencao (4) é um exemplo de como é importante lidar tanto com as
alternativas corretas como com as incorretas. Ao perguntar acerca da
razao por que o outro conjunto de fatias ndo era a escolha correta, a
professora propiciou uma reflexdo mais acurada acerca dos critérios
adotados e das relacgoes estabelecidas pelos alunos.

Passagem 2: No quadro é colocada a Figura 2. Duas jarras sao
apresentadas: Jarra 1 preparada com 3 copos de suco de laranja e 5
copos de agua; e a Jarra 2 preparada com 3 copos de suco de laranja e 3
de 4gua. Qual das jarras tem o gosto mais forte de laranja, ou ambas
tém o mesmo gosto?

VRV ARVERVEVAVAVAWE Y
vV U U U U U sam2

Figura 2: O problema do suco de laranja, baseado em Noelting (1980).

Ana - Acho que é igual.

(1) P - Por qué?

Ana- Tem 3 copos de suco nas duas (compara suco nas duas jarras).
(2) P - Todo mundo pensou assim? Quem pensou de outro jeito?
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Silvia - Eu acho que nao é igual nao. E 3 nas duas (refere-se aos copos
de suco), mas nessa (Jarra 1) deve ficar mais fraco por causa da agua.

(3) P - O que é que tem a 4gua?

Joao - Ela deixa fraco. Tem mais 4gua nesse (Jarra 1) do que nesse (Jarra 2).

(4) P — O que acham? Quem pensa assim também?

Joao- Eu acho que nessa (Jarra 1) é mais fraco mesmo.

(5) P - Como fez para descobrir?

Joao- A gente s6 sabe se fizer o suco de verdade e tomar (risos).

(6) P - Deixa de gracinha Joao. Vamos pensar. Eu vou fazer aqui no
quadro as setas para marcar as comparacgoes que Ana fez, o jeito dela
pensar para descobrir.

VRAY VARV AVAVRVAWIEES
vV U U Uy \y

Figura 3: Representacao no quadro, feita pela professora, para ilustrar e
socializar para toda a sala as comparacoes estabelecidas por Ana (suco
com suco).

(7) P — Ana disse que o gosto era igual porque nas duas jarras tém 3
copos de suco.

(8) P - Certo! Ana fez 3 suco com 3 suco, achou que era igual de gosto
nas duas jarras. Agora vou fazer o jeito de Silvia, também com setas,
para vocés verem que pode comparar de jeitos diferentes. Silvia comparou
4dgua com agua. Vou fazer no quadro.

vV U VU VYUUYUYU\Y\ maem

1L
U U U O0 U s

Figura 4: Representacao no quadro, feita pela professora, para ilustrar e
socializar para os alunos as comparacoes estabelecidas por Silvia (d4gua
vs. 4gua).
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(9) P - Silvia pensou na 4gua, comparou agua com agua. Ai disse que
na Jarra 2 era mais fraco porque tinha mais 4gua, tinha 5 copos de 4gua
e na Jarra 1 s6 tem 3 copos. Certo?

Silvia - E... foi assim. T4 errado, é?

(10) P - O importante, antes de descobrir a resposta certa, é pensar
para descobrir e entender como cada pessoa pensou.

Silvia - Mas estd certo ou nao esta?

(11) P - Se eu fosse resolver este problema do suco eu fazia de
outro jeito.

Ana - Faz.

(12) P - Eu vou desenhar no quadro as setas do meu pensamento, da
forma como eu comparei. Ai vocés vao ver que tem mais um outro jeito
de se comparar as quantidades neste problema.

VARV e AVAVAVAVAVES
U U UOUU U sume

Figura 5: Representacao no quadro, feita pela professora, relativa a sua
maneira de raciocinar (comparacoes entre suco vs. 4gua em cada jarra).

(13) P - Eu comparo suco com agua na Jarra 1 e depois suco com agua
na Jarra 2. O meu jeito de pensar é diferente do jeito de pensar de Ana,
que é suco com suco. E é diferente de Silvia, que é 4gua com agua. Af,
comparando suco com agua... Ai eu vejo que na Jarra 1 tem mais dgua
que suco. Ai é ......

Silvia - Fraco. Nessa (Jarra 1) é fraco o gosto de laranja.

(14) P - Depois eu comparo (aponta para a seta) suco com agua na
Jarra 2, e ai...

Ana - E igual de suco e de 4gua. Fica normal, nem forte nem fraco. E
feito suco la em casa.

(15) P - Eu vejo que na Jarra 2 tem o mesmo tanto de copo de suco e
de copo com agua. Entao, onde ta mais forte o gosto de laranja?

Ana - Vocé estava certa Silvia, nessa (Jarra 1) est4 mais fraco.
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(16) P - Mas isso é complicado, ndo é? Porque quando a gente s6 pensa
na quantidade de suco e vé que nas duas jarras tem 3 e 3, a gente pode
pensar que o gosto vai ser o mesmo porque as duas jarras tém o mesmo
numero de copos de suco. Mas tem que pensar em mais coisas. O que é
que precisa pensar ainda?

Ana - Na agua, nos copos de agua que enfraquecem, deixa o gosto
ficar fraco.

Silvia - Mas e se a dgua estivesse igual nas duas jarras, ia ficar com o
mesmo gosto?

(17) P - Vamos ver? Vou mudar os copos, vou tirar alguns.

U U U UUUJarral
\J U U U/ U/ varaz

Figura 6: Alteracao feita pela professora no quadro: retira dois copos de
4gua da Jarra 1, e um copo de suco da Jarra 2.

(18) P - As duas estao fracas do mesmo jeito?

Silvia - Parece que esta. Tem 3 de 4gua em cada.

(19) P - E nos copos de suco a gente nao pensa?

Silvia - Eita!... Nao, nao... Essa (Jarra 2) fica menos forte porque...

(20) P — Sera que nao fica igual? Esta 3 e 3 de copos de dgua nas duas.

Silvia - Mas fica mais forte a Jarra 1, tem mais suco que a outra. Mas
ai, ... Deixa eu ver uma coisa... Vou fazer pela seta que compara suco e a
agua. Nessa (Jarra 1) ta igual de suco e de 4gua. Essa outra (Jarra 2) ta
menos suco que de dgua. T4 fraco demais.

(21) P - Certo. Mesmo com a mesma quantidade de dgua nas duas
jarras (Figura 6), o gosto vai ser diferente. Por que sera?

Silvia — Porque na Jarra 1 tem igual de suco e de 4gua; e na Jarra 2
tem mais agua que suco. Fica fraco, mesmo tendo a mesma agua nas
duas. E, tem que fazer seta de lado (referindo-se a comparacoes entre
suco e 4gua em cada jarra).

(22) P - E, tem que comparar suco e d4gua em cada jarra.

(23) P - Quer ver uma coisa? Vou fazer outras jarras para ver se vocés
entenderam.
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U U UU s

\/ <:> \/ Jarra 2

Figura 7: Outras composigoes das jarras apresentadas pela professora
no quadro.

(24) P - E agora?

Joao - Se for pensar com a seta ai fica... fica... Fica igual de mesmo
gosto nas duas.

(25) P - Serad? Me explica.

Joao - E pela seta que compara suco com agua dentro de cada jarra.
Tem que olhar para as setas, elas dizem o lado que a gente pode pensar.
Olhando as setas é igual de suco e de 4gua nas duas jarras.

(26) P - Mas essa (Jarra 1) tem mais suco de laranja, que faz o gosto
ficar mais forte.

Joao - Mas pela seta, ta igual de suco e de 4gua nas duas. Dois (suco)
e dois (dgua) (Jarra 1), e um (suco) e um (dgua) (na Jarra 2). O gosto é
igual, s6 fica menos liquido para beber.

(27) P - Certo, muito bem! O que acontece é que se pensar s6 no suco
ou s6 na agua nao resolve. O melhor é pensar nos dois, ir comparando
agua e suco dentro de cada jarra.

(28) P — Nao pode ficar pensando s6 no nimero de copos de suco. Tem
que pensar no nimero de copos de suco dentro da jarra e nos copos de
agua. Nao adianta ser igual em niimero, tem que ser igual na combinacao
suco para agua. Vou mostrar (no quadro).

U U U U Jarra 1
\J U/ Jarra 2

Figura 8: Outras composicoes das jarras apresentadas pela professora
no quadro.
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(29) P - E agora, qual das duas jarras tem o gosto mais forte de laranja?
Diz vocé Alice (convidando outra aluna para participar das discussoes)

Alice — E a Jarra 2.

(30) P — Por qué? Na Jarra 2 s6 tem 2 copos de suco e na Jarra 1 tem
3 copos. Vai ficar mais forte.

Alice — Vai nada. Na Jarra 2 s6 tem suco, fica completamente forte.
Na Jarra 1 tem 4gua, tem pouca 4gua mas tem agua que enfraquece.
Vocé (refere-se a professora) ta4 querendo me confundir (risos).

(31) P — Tem razao, vocé esta certa. Esse problema era para mostrar
que a gente nao pode se confiar apenas no nimero de copos com suco ou
no nimero de copos com agua. Tem que ver a combinacao deles em cada
jarra. De repente tem muitos copos com suco, mas tem muitos copos
com 4gua que faz o suco ficar fraco. Pode também ter poucos copos com
suco, mas nao ter nenhum de agua e ai fica forte. Tudo depende da
relagao entre suco e 4gua e ndo do nimero de copos de suco.

Comentarios sobre a passagem 2

Nas intervencgoes (2) e (4), a professora procura fazer um levantamento
das possiveis formas de respostas ao problema proposto, comparando-
as. Ao representar no quadro as possiveis formas de pensar de seus
alunos, como mostram as intervencoes (6) e (8), e a sua proépria (12),
demonstra claramente esta intencgdo. O uso de setas nas representacoes
feitas no quadro auxiliou os alunos a compreender a direcao das
comparacodes estabelecidas: se entre suco e suco (Figura 3), se entre dgua
e dgua (Figura 4), e se entre 4gua e suco em uma mesma jarra (Figura 5).
Desta maneira, as formas de pensar sobre o problema parecem se
materializar através das setas e dos diagramas, tornando-se objetos de
reflexdo. Importante mencionar que a representacao grafica das
comparacoes através das setas tornava possivel representar diversas
situagbes ao mesmo tempo, aspectos esses impossiveis de serem
simultaneamente tratados no material concreto apenas. Os alunos
demonstraram compreender esta forma de representar as comparagoes
e passaram a utilizar-se dela, como evidencia o comentario de Silvia
apo6s a intervencio (20) e de Joao apés a intervengio (25).

A professora sistematicamente procurava levar as criangas a
refletirem sobre a quantidade de copos com 4gua e de copos com suco
de laranja, como ilustrado nas intervencoes (19) e (21). Note-se a
preocupacao em esclarecer a diferenca entre quantidade absoluta e
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quantidade relativa, como se percebe nas intervencoes (28) e (31).

Na intervencao (23), a professora cria outras possibilidades que sao,
na realidade, desafios cognitivos em que se enfatiza os aspectos
relevantes para a solucao do problema: a equivaléncia entre as jarras.
Na intervencao (26), procura contra-argumentar, tentando mostrar a
diferenca entre quantidade absoluta e quantidade relativa, como ilustra
a intervencao (27).

Passagem 3: Esta é uma variagio da atividade anterior, em que ao
invés de apresentar a composicao das duas jarras, a professora apresenta
apenas uma jarra e sao os alunos que tém que compor a segunda jarra
em funcao das instrucoes dadas por ela. Além do apoio de representacoes
graficas no quadro, o material concreto era apresentado: copos plasticos
com agua e com liquido alaranjado.

(1) P - Agora vou fazer diferente. Vou fazer feito jogo, em grupos. Vou
preparar uma das jarras e vocés é que vao preparar a outra do jeito que
eu disser. Vou fazer primeiro com os copos na mesa e a gente vai usando
o quadro também. Um aluno de cada grupo vem fazer. Mas tem que ser
com as regras do jogo que eu disser. Cada grupo ganha ponto quando
acertar, mas tem que sempre explicar como fez. Vou fazer uma jarra®.

(VAR V AR VARV

Figura 9: Composicao de uma jarra pela professora com os copos sobre a
mesa.

(2) P - Como vai ser a jarra de voceés, para que ela tenha mesma
quantidade de suco, mas tenha um gosto de laranja mais forte que na
jarra que eu fiz? Vem Beto, faz vocé.

WV AR VARV

Figura 10: Composicao feita por Beto com o material concreto sobre a mesa.

§ Importante ressaltar que a composigao feita pela professora com material concreto sobre a
mesa (Figura 9) servia de base para as composicoes posteriores feitas pelos alunos (Figura 10 e
Figura 11).
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Beto - Fica mais forte por causa que na jarra que eu fiz (Figura 10)
tem mais suco que agua.

(3) P - Certo, ponto para o grupo de vocés. Como vai ser a jarra de
voces, se ela tivesse que ter mais copos de agua que a jarra que eu fiz
(Figura 9), mas tendo o mesmo gosto de suco que tem na minha jarra ? O
gosto tem que ser igual nas duas. Vem Marcos, agora (aluno de outro grupo).

Marcos - Vai ficar assim:

[V AVAVAVAVEVAVAV,

Figura 11: Composicgao feita por Marcos com o material concreto sobre
a mesa.

(4) P - Por que fez assim?

Marcos - Ora, tinha que ter mais de adgua, era 3 botei 4. Al tive que
botar mais um de suco: era 3 botei 4. Botei 4 (de suco) e 4 (de 4gua) porque
tinha que ter o mesmo gosto da outra (jarra feita pela professora ilustrada
na Figura 9). Se era 3 (de suco) e 3 (de 4gua) nessa jarra (Figura 9), entao
tem que ser igual de suco e d4gua também na minha jarra (Figura 11).

(5) P - Certo, muito bem. Ponto para esse grupo.

Comentarios sobre a passagem 3

Esta atividade, desenvolvida em um contexto de jogo, foi bastante
aceita pelos alunos, gerando um alto nivel de motivacao na sala. A
composicao de uma das jarras pelos proéprios alunos permitiu que
eles nao apenas julgassem a equivaléncia entre as jarras, mas que
construissem a composicao das quantidades de forma a seguir as
regras determinadas pela professora. Essas regras tinham por objetivo
levar os alunos a refletirem acerca das diferencas entre quantidade
relativa e quantidade absoluta, como mostram as intervencoes (2) e
(3) da professora. Explicacdes eram solicitadas sistematicamente,
como ilustra a intervencao (4), bem como era dado a cada aluno um
espago para discutir e expor seu modo de raciocinar, como mostra a
intervencao (9), sendo ressaltada a importancia de se ouvir as
diferentes posicoes e idéias.

Interessante notar que o material concreto nao era o Unico apoio
para as discussoes. O uso de representacoes graficas era estimulado,
fosse através de diagramas, desenhos e simbolismos variados, os quais
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eram associados as manipulagoes realizadas sobre o material concreto.
Combinar diferentes suportes de representacao (manipulativos e graficos)
é algo que parece facilitar a compreensao das criancas e o
acompanhamento das diversas etapas de resolucao da atividade.

Passagem 4: Um problema escrito em uma folha de papel é entregue
a cada grupo: Seu Manoel esta pintando uma parede de cinza, usando
4 potes de tinta preta e 4 potes de tinta branca. Ele teve que ir trabalhar
e pediu a seus filhos, Joao e Carlos, que continuassem a pintura da
parede, mas tinham que pintar a parede da mesma tonalidade que ele.
Nao podia ser nem mais claro e nem mais escuro. Joao usou 2 potes de
tinta preta e 2 potes de tinta branca, e Carlos usou 3 potes de tinta
preta e 2 de tinta branca.

(1) P - Qual dos dois filhos esta pintando a parede no mesmo tom que
Seu Manoel?

Alice - Vou fazer no papel, pode?

(2) P - Pode sim. Pode fazer no papel, com desenho ou do jeito que
vocé quiser. E vocé Beto, vai fazer como?

Beto - Estou pensando. Acho que vou fazer com letrinhas.

(3) P - Com letrinhas como?

Beto - Assim: pote preto com a letra P e pote branco com a letra B. P
de preto e B de branco.

(4) P - E vocé Alice, vai fazer como? Mostra para Beto e Zilda como
voceé vai fazer.

Alice - Vou fazer desenhando potes preto e pote branco com o
lapis de cor.

Zilda - No déa nao.

Alice - Por qué? Eu vou fazer colorido.

Zilda - Nao da nao, o papel é branco nao vai aparecer. Vai ficar um
pote fantasma.

(Risos).

(5) P - J4 que o trabalho é em grupo, vocés tém que combinar um
jeito s6 de marcar no papel. Vamos, combinem.

A professora se distancia, gerenciando o andamento das atividades
em outros grupos. Retorna a este grupo, posteriormente, perguntando:

(6) P - J4 estao fazendo? Como combinaram? Ficou como?

Zilda - A gente ia desenhar, mas ia demorar muito, e ficar feio.
Ninguém sabia desenhar as latas de tinta (potes). A gente foi desenhar e
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parecia um copo, um balde (risos). Ndo podia pintar de branco porque o
papel é branco, ai ia ficar desaparecido. Ai, a gente fez de letra.

Beto - E uma letra para cada pote. Olha aqui, professora (mostra o
arranjo no papel). A gente pode ir no quadro fazer para todo mundo ver?

P P P P B B B B (SeuManoel
P P B B (Joao)
P P P B B (Carlos)
Figura 12: Diagrama feito pelas criangas no quadro.

Beto - A gente pensou que é Joao.

(7) P - Por qué?

Beto - Porque Seu Manoel mandou pintar a parede igualzinha do jeito
dele antes de sair.

(8) P - Entdo nenhum filho obedeceu. Joado e Carlos usaram
quantidades diferentes.

Alice - Eu nao falei?! T4 vendo. Eu disse que os dois fizeram errado.

Beto - Mas a gente pensou... E que... Olha professora, eu achei que
para pintar igual, na mesma cor igualzinha sem ficar mais claro nem
mais escuro tinha que fazer com igual de pote preto e igual de pote
branco.

(9) P - Como assim? Me explica.

Beto - O pai pintava com 4 de um e 4 de outro. Ficava meio a meio.
Entéao o filho que fez meio a meio foi Joao. Ele obedeceu, pintou igual.
Olha aqui (aponta para o diagrama no quadro, Figura 12)

(10) P - Me explica tudo desde o comeco. Alice pensou como?

Alice - Que os dois, os dois filhos estavam errado porque Jodo botou
pouco preto, menos que Seu Manoel. Ai ia ficar muito claro.

(11) P - Por que vocé pensou que Carlos (filho de Seu Manoel) estava
errado também?

Alice - Porque ele também fez claro. S6 botou 3 preto. Seu Manoel, o
pai dele, tinha botado 4.

(12) P - Vocé estava comparando que cor com que cor?

Alice e Beto - Preto com preto.
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(13) P - Ai vocés discutiram e pensaram que era de outro jeito?

Alice - Foi, s6 que era .. como era que era Zilda?

Zilda - Nao pode comparar preto com preto. Tem que ser feito a
professora disse antes.

(14) P - Eu disse o que?

Zilda - Que compara preto com branco.

(15) P - Preto com branco?

Beto - Vocé disse!! Vocé disse que compara por dentro.

(16) P - Por dentro de onde? Explica, ndo estou entendendo nadinha,
nadinha.

Zilda- Ah Meu Deus! Olha professora, vocé disse que tem que comparar
dentro do retangulo, dentro do copo. Nao podia comparar por fora.

Beto - Deixa eu explicar. Vocé sabe, né? (Falando com P) Ela sabe, ela
ta rindo (para os colegas). Ela ta fazendo a gente explicar, mas ela sabe.

(17) P - Eu sei sim (risos). Mas veja, se vocé me explica eu entendo o
jeito que vocés pensaram. E vocés também entendem o jeito de vocés
pensarem, o raciocinio, entendeu?

Zilda- Ah Meu Deus! (impaciente) Olhe foi assim: a gente pegou e
comparou preto e branco (de Seu Manoel), preto e branco (de Joao) e
preto e branco (de Carlos). A pintura de Seu Manoel era preto igual branco.

Alice — A de Carlos também. Agora sei que era por isso. Lembrei.

(18) P - Esta vendo como é bom falar e explicar o jeito de pensar ?!

Zilda - E, a de Joao também. A de Carlos nao foi igual porque ele
tinha mais preto que branco.

(19) P - Se a pintura de Carlos era diferente da pintura de Seu Manoel,
a pintura dele ia ser mais escura ou mais clara?

Zilda - Mais escura.

(20) P - Por qué?

Zilda - Porque tinha 3 preto e s6 2 branco. Ia ficar cinza escuro e o pai
queria cinza normal.

Beto - E, nem escuro nem claro.

(21) P - Vou explicar. Vocés estao certos, explicaram bem. Vou explicar
para a sala toda.

(22) P - Muita gente acertou e teve grupo que ficou confuso. Quando
eu passei nos grupos, eu vi que tinha dois jeitos de resolver o problema.
Também tinha muitos jeitos de fazer no papel. Quando eu passei nos
grupos, eu vi que muitas formas de pensar apareceram.
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(23) P - Um jeito de fazer era comparando preto com preto de Seu
Manoel, de Carlos e de Joao. Ai, o que é que a gente ia pensar? Que
nenhum filho obedeceu e que nenhum fez a pintura da parede do mesmo
jeito que Seu Manoel ja tinha comegado a pintar. A gente ia pensar assim,
porque cada filho usou uma quantidade diferente de preto e de branco.
Mas a gente sabe, como eu expliquei de outras vezes, que as quantidades,
mesmo diferentes, podem estar na mesma proporg¢io. Quer dizer, aqui
nesse problema, que mesmo com quantidade de preto e de branco
diferente de Seu Manoel, podia ser que um dos filhos estava pintando
no mesmo tom. Para gente saber disso, se estdo combinando a cor, é
preciso comparar preto com branco em cada pessoa. O grupo de Lucia
disse que tinha que comparar por dentro. O que é isso? Comparar por
dentro?

Lucia - E comparar dentro das tintas de cada pessoa: de Seu Manoel,
de Jodo e de Carlos.

(24) P - .... Certo Lucia. ...Vamos 14, continua. Depois de comparar por
dentro faz o que?

Licia - Ai vé qual é o filho que pintou igual preto e igual branco
feito o pai.

(25) P - E foi quem?

Lucia - Joao.

(26) P - Vocés estao certos. Joao é quem pintou a parede da mesma
cor que o pai. Ele e Seu Manoel misturaram preto e branco na mesma
proporc¢ao. Veja aqui: 4 preto e 4 branco (referindo-se a Seu Manoel) e 2
preto e 2 branco (referindo-se a Jodo).

Comentarios sobre a passagem 4

Como pode ser notado, as intervencgoes de (1) até a (5) tinham por
objetivo levar os alunos a decidirem qual sistema de notacao utilizar
para resolver o problema apresentado. Apés a intervengao (6), é tomada
uma decisao que é explicada pelos alunos a professora.

Na intervencao (8), a professora lanca um desafio: as quantidades
absolutas da pintura dos filhos de Seu Manoel nao correspondem as
quantidades absolutas da pintura da parede iniciada por ele; assim,
ninguém obedeceu o pai. Este desafio foi lancado no sentido de levantar
um contra-argumento, chamando a atengdo dos alunos para a quantidade
absoluta. Alice, de forma inadequada, assume que a quantidade absoluta
é 0 que leva ao acerto na resolucio do problema. Beto, por sua vez, ao
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explicitar seu raciocinio, mostra que, apropriadamente, pensou em
termos relativos e ndo em termos absolutos. A professora solicita maiores
explicacoes na intervencao (9) e retoma o raciocinio inadequado de Alice
na intervencao (10). Note-se, mais uma vez, que mesmo o0s erros dos
alunos eram pontos de discussado: eram tratados como hipéteses que
precisavam ser revistas. ExplicacOes passo-a-passo sdo solicitadas
através das intervencgodes (12) e (13); esclarecimentos sao pedidos na
intervencao (16). A importancia de se mostrar como se pensa é salientada
nas intervencoes (17) e (18). As intervencoes (21), (22), (23) e (26) sao
exemplos de como a professora procurava finalizar a resolucédo do
problema: fornecendo um fechamento geral da resolucao do problema.

5. COMENTARIOS FINAIS

A préatica de ensino apresentada e discutida neste artigo indica que a
instrucio sobre proporcao poderia iniciar-se mais cedo do que
usualmente ocorre. Tal instrugao, entretanto, diferentemente da
tradicionalmente adotada, tomou por base as nocoes e estratégias
intuitivas das criancas (e formas de representacdo ndo convencionais),
a metacognicao como processo cognitivo relevante para situagoes de
aprendizagem e as propriedades essenciais ao conceito de proporcao.
Esses aspectos sao tratados a seguir.

Asnocoes e estratégias intuitivas das criancas e as representagoes
nao convencionais

Intimeros autores afirmam que as nogoes e as estratégias intuitivas
dos alunos deveriam fazer parte das situacoes de ensino, uma vez que
sdo aspectos importantes para a compreensao de conceitos matematicos
diversos (e.g.; Fischbein, 1987; Hatano & Susuki, 1992; Lembke & Reys,
1994; Spinillo, 1994; 1996; Streefland, 1982; 1984; 1985). Na proposta
de ensino apresentada, atengao especial foi dada a habilidade dos alunos
em estimar e em usar ancoras (como o referencial de ‘metade’) que
auxiliassem a resolucao de problemas de proporcao sem que fossem
enfatizadas o uso de calculos e de algoritmos como estratégia tnica de
resolucao.

O conhecimento informal, as estratégias adotadas, as agoes e falas
das criancas, constituem-se em situagdes bem mais ricas e estimulantes
do que a aplicacdo de solugdes puramente algoritmicas. E preciso
ressaltar que as competéncias conceituais que uma crianca apresenta
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podem ser mais elaboradas do que sua competéncia simbdlica. Inclusive,
no caso da proporcgao, é pouco provavel que apés compreender a regra
de trés, os alunos sejam capazes de compreender as relacoes complexas
envolvidas no esquema da proporcionalidade. No entanto, ao
compreender tais relacoes, é provavel que compreendam a regra de trés.

A partir de situacbes-problema, a professora encorajava o uso de
multiplas estratégias e o aparecimento de varios niveis de sofisticacao
de raciocinio, tomando por base a perspectiva cognitiva da crianga. Por
exemplo, as representagdes nao convencionais utilizadas pelos alunos
(grafismos iconicos, desenhos) serviam para a construcido de novas
representacoes e auxiliavam a produzir solugdes apropriadas para os
problemas propostos.

Esta forma de instrucéo se diferencia da maneira tradicional de ensino
que tem como ponto de partida a formalizacdo do conceito. De maneira
geral, a instrucdo fornecida se caracterizava por garantir um processo
de aprendizagem que se iniciava com as idéias intuitivas dos alunos.

A metacognicao e os erros dos alunos

Como ja mencionado, o termo metacognicao, de modo geral, refere-se
a habilidade de pensar sobre os préprios pensamentos e pProcessos
mentais. E processo intelectual amplo que pode ser aplicado a qualquer
conhecimento, pois trata da consciéncia sobre o que se esta fazendo ou
pensando em um dado momento ou situacao. Perguntar aos alunos como
resolvem problemas, os critérios e procedimentos que adotam é Gtil tanto
para o professor, que poderd acompanhar e compreender o raciocinio
dos alunos, como para o préprio aluno que passa a esclarecer para si
mesmo suas formas de pensar. Mais ainda, a atividade de tomar
consciéncia de seus processos de resolucao e explicita-los verbalmente
torna possivel aos outros (colegas) refletir e comentar sobre tais
processos.

Uma das caracteristicas da pratica apresentada foi o fato de se colocar
em destaque a maneira de pensar dos alunos, tomando-a como objeto de
reflexao e andlise. Sem duvida, isso nao é algo facil de se implementar
em sala de aula, sendo esta dificuldade sentida tanto pelos alunos como
pela professora. A dificuldade inicial sentida em relacdo aos alunos foi
quanto a capacidade de verbalmente explicitarem seus processos de
resolucao. Isso, de certa forma, era esperado, pois as praticas de sala de
aula raramente se caracterizam como sendo um espago para o
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pensamento onde o aluno tem a oportunidade de explicitar a forma como
concebe e resolve uma dada situacao. No decorrer das aulas, entretanto,
as criancas foram aprendendo a expressar suas formas de raciocinar e
aprendendo a prestar atencao ao que diziam e faziam os colegas quando
resolviam os problemas propostos. A professora, por sua vez, sentiu
dificuldades em criar situagdes em que o raciocinio pudesse ser
explicitado e, assim, tornar-se objeto de reflexdo por parte dos alunos.
Ao final da intervencéao, entretanto, a professora passou a considerar tal
reflexdo como algo possivel de ser conduzido na sala de aula e, ainda,
como algo crucial para as situagoes de ensino-aprendizagem. Importante
mencionar que ao refletir acerca da forma de raciocinar dos alunos, a
professora desenvolveu uma atitude bastante positiva em relagio ao
erro: ao invés de ignorar as formas ineficientes ou inadequadas de
raciocinar, a professora transformava o erro em um problema, em um
desafio a ser superado, uma possibilidade de didlogo com vistas a
aprendizagem (Macedo, 1990; Pinto, 2000; Spinillo, 1999; Weisz &
Sanchez, 2001)

As propriedades essenciais ao conceito de proporcao

Pensar em termos relativos e considerar a razdo como uma entidade
distinta das duas quantidades que a compdem sao habilidades
estreitamente relacionadas e préprias do pensamento proporcional
(Lamon, 1993; 1995). A razao é entendida como uma unidade derivada
de comparacoes entre quantidades, uma derivagdao do processo de
composicao de unidades extensivas. A equivaléncia entre razoes torna-
se, assim, de grande relevancia para a compreensao da proporgio; seja
esta equivaléncia decidida a partir de relagdes escalares (entre uma
mesma dimensao: suco vs. suco no problema das jarras) ou de relagoes
funcionais (entre dimensoées diferentes: 4gua vs. suco). Esta equivaléncia
pode ser decidida tanto a um nivel quantitativo como qualitativo.

Neste sentido, segundo Lamon (1993; 1995), é necessario ao
pensamento proporcional, uma compreensao sobre a covariancia e a
invariancia. Em outras palavras, ao estabelecer a equivaléncia, é
necessario entender que as quantidade que compdéem uma razao
covariam (isto é, alteram-se de forma conjunta) de tal forma que as
relacbes entre elas permanecem invariantes (isto €, as relag6es entre as
quantidades permanecem constantes). E necessario compreender que
na equivaléncia entre razoes, algo muda (quantidade absoluta), porém,
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ao mesmo tempo, algo permanece constante (a proporgao). O uso de
material concreto e de gravuras auxiliam no exame desta covariancia e
invariancia, possibilitando integrar e coordenar esses dois aspectos em
uma mesma situagao.

O que se verifica é que o ensino tradicional da proporcao esta longe
de contemplar tais aspectos, por privilegiar e resumir a compreensao
dessas relacoes ao uso do algoritmo e de calculos numeérico precisos. A
proposta aqui apresentada privilegia situacdes que permitem que as
criancas explorem as relagdes entre quantidades (covariancia e
invariancia) a partir de nogoes que ja possuem, de estimativas e do uso
de pontos de referéncia (‘metade’). Essa proposta, entretanto, pode ser
entendida com um exemplo, dentre outros, de como desenvolver uma
compreensao mais efetiva e apropriada do conceito de proporcao.
Evidentemente, é desejavel que outros estudos dessa natureza sejam
implementados, inclusive, explorando situacoes mais complexas, como
a precisdo numeérica, proporgoes inversas, quantidades intensivas,
relagoes parte-todo (fracao); até o emprego do algoritmo, da linguagem
e do simbolismo apropriado.

A importancia do conceito de proporgao justifica esforgos nesta
direcdo, pois, o pensamento proporcional consolida o conhecimento
matematico do ensino elementar; e, ao mesmo tempo, forma o alicerce
para aquisigoes complexas futuras como probabilidade, porcentagem e
algebra, por exemplo. Na realidade, fungoes, variaveis, graficos de
equacoes lineares e vetores sao a formalizacdo de representagdes de
relagdes proporcionais.

Para finalizar, a passagem de Lamon (1995, p. 182) parece ser de grande
pertinéncia para o ensino de proporcgao:

“Todos os dias nas aulas de matemadtica, deveriamos solicitar que os
alunos explorassem relacées: O que muda? O que permanece
constante? Qual aspecto estd se modificando mais rdpido? Como
comparar A com B? O que estas situagoes tém em comum? Todos os
dias precisamos desafiar o limite de suas perspectivas: Existe alguma
outra forma de vocé considerar isso? Existe uma forma mais eficiente
de fazer isso? Quando e por que pode esta forma seria mais eficiente?
Todos os dias precisamos encorajar os alunos a ir além do
imediatamente 6bvio, para explorar, para ampliar: O que aconteceria

se usdssemos 12 pacotes ao invés de 6 pacotes? Suponha que este
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numero aumentasse, o que aconteceria? O raciocinio proporcional
nao ocorrerd meramente porque cobrimos a matéria do livro em que
este tema é explicado. Precisamos aproveitar todas as oportunidades
para promover este raciocinio desde a pré-escola e nas séries do ensino

fundamental.”
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APENDICE 1: EXEMPLOS SUMARIADOS DE OUTRAS ATIVIDADES
CONDUZIDAS NA SALA DE AULA

Recipientes de vidro com liquido (atividade baseada em Bruner &
Kenney, 1966)

Eram utilizados recipientes de vidro ou pléastico transparentes com
alturas e larguras diferentes, explorando 1/4 cheio, 1/2 cheio, 3/4 cheio e
completamente cheio com agua. Eram exploradas expressdes como
‘menos da metade’, ‘metade’ e ‘'mais da metade'. E importante que os
alunos compreendam que dois recipientes podem estar igualmente cheios
até a metade, mesmo que a quantidade de dgua seja maior em um do
que em outro recipiente; e compreendam que o copo mais cheio pode ter
menos dgua que o outro, isto é, o copo mais cheio nao é necessariamente
aquele que tem mais dgua. Tal compreensao auxilia a fazer a distincao
entre quantidade absoluta e quantidade relativa.

Distorcgoes de tamanho (atividade baseada em Brink & Streefland, 1979)

Os alunos eram solicitados a descobrir o que havia de errado com os
objetos (pessoas ou animais) em diversas gravuras entregues aos grupos.
Nestas gravuras, um dos objetos era apresentado em tamanho bem maior
que o observado no mundo real e em comparacdo ao outro objeto.
Exemplos:

Menina: Edificio - sendo a menina mais alta ou do mesmo tamanho

que o edificio.

Sapato: Carro - sendo o sapato maior ou do mesmo tamanho que o carro.

Flor: Menina - sendo a flor maior ou do mesmo tamanho que a menina.

Homem: Peixe - sendo o peixe maior ou do mesmo tamanho que o homem.

Menino: Coqueiro - sendo o menino maior ou do mesmo tamanho

que o coqueiro.
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As discussoes versavam sobre as razoes internas entre os tamanhos
dos objetos presentes nas gravuras (relacao de primeira ordem: a menina
mais alta que o edificio) e a relacao interna entre os objetos reais (relacao
de primeira ordem: edificio mais alto que a menina), comparando essas
duas relacoes entre si (relacao de segunda ordem). Os alunos eram
solicitados a corrigir as distorgoes identificadas; mostrando, através de
desenhos, como deveria ser para que a gravura representasse as
proporgdes apropriadas entre os objetos (menina bem menor que o
edificio).

Projecao de sombras com velas (atividade baseada em Brink &
Streefland, 1979)

Na parede da sala era marcada a lapis, a altura de um dos alunos e ao
lado, com o recurso de uma vela, era marcada a altura de sua sombra
projetada na parede. Comparava-se as duas alturas: qual a maior, qual a
menor etc. Em seguida a professora marcava na parede sua proépria altura,
comparando-a com a altura real do aluno, salientando a diferenca entre
a altura real da professora e a altura real do aluno. A partir dessas
comparacoes solicita-se que um aluno estimasse a altura da sombra da
professora na parede. Através de discussoes, levava-se os alunos a
compreender que relagdes entre as alturas reais e as alturas projetadas
deveriam ser mantidas constantes para se fazer uma boa estimativa a
respeito da altura da sombra a professora. Esta mesma atividade era
realizada com alunos entre si.

Resolugao de problemas

Joao tem que pintar as janelas de sua casa na cor rosa. Na loja de
tintas estd faltando tinta rosa, e s6 tem para vender tinta vermelha e
tinta branca. Jodo sabe que misturando a tinta vermelha com a tinta
branca ele podera obter a cor rosa. Entéo, ele fez duas misturas.

Mistura A: 2 potes de tinta vermelha e 4 potes de tinta branca

Mistura B: 1 pote de tinta vermelha e 1 pote de tinta branca

Qual a mistura que vai ficar com o rosa mais escuro? Por qué? Como
descobriu?

Se ele quiser fazer a cor rosa na mesma tonalidade que a Mistura A,
usando 4 potes de tinta vermelha, quantos potes de tinta branca ele vai
precisar?
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