Uma via estética de acesso ao conhecimento matematico!

José Carlos Cifuentes
Departamento de Matematica e

Programa de Pds-graduacdo em Educacdo
Universidade Federal do Parana
jecifa@mat.ufpr.br

Resumo

Areflexdo critica na matematica pode se dar, por exemplo, dos pontos de vista histdrico, filosofico ou
cultural. Neste artigo tomaremos como exemplo de reflexdo critica, a partir de uma discussdo sobre o
conhecimento matematico ¢ a racionalidade estética, o0 método axiomatico da geometria, em seus
contextos grego e moderno, ressaltando seus aspectos estéticos. Veremos como ambos os contextos
histéricos inspiram desenvolvimentos ou formas de apresentagdo diferentes da geometria. Veremos,
também, como a cultura subjacente ao século XIX, em especial, produziu desenvolvimentos paralelos
na arte e na matematica denominadas ambas de “modernas”. Esse estudo também motiva a introdugéo
da linguagem visual da matematica onde sdo analisados valores estéticos como o contexto, o contraste,

o equilibrio, a seqiiencialidade, a simplicidade e a abstracdo.

Palavras-chave: Matematica; método axiomatico; racionalidade estética; modernismo; linguagem

visual.

An aesthetic accessway to mathematics knowledge

Abstract

The critical reflexion on Mathematics can happen, for example, from historical, philosophical or
cultural point of view. In this paper we assume as example of critical reflexion, from a discussion of the
mathematical knowledge and the aesthetics rationality, the axiomatic method of Geometry, in its greek
and modern contexts, pointing some aesthetics aspects. We will see how both historical contexts
inspire different developments or different presentations of Geometry. We will see likewise, how the
subjacent culture of the XIXth century, particularly, produced parallel developments in Arts and
Mathematics calling them “moderns”. This study motivates the introduction of the visual language of
Mathematics where aesthetic values such as context, contrast, equilibrium, seqiientiality, simplicity

and abstraction are analised.
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1. Conhecimento Matematico e Racionalidade Estética

A emocao ¢ uma das faculdades humanas fundamentais, junto com a razao.
Enquanto faculdade, ela ¢ uma capacidade intelectual, pois permite a percepgao e o
reconhecimento de um valor e, portanto, ¢ fonte de conhecimento, o conhecimento
sensivel. Tradicionalmente, assume-se que o conhecimento matematico €, por
natureza, puramente racional, o qual significa que, das principais capacidades do ser
humano, a razdo ¢ a emocao, consideradas muitas vezes como incompativeis, a
unica que lidaria com o conhecimento matematico ¢ arazdo. Essa tradi¢éo baseia-se
na tese, que podemos chamar de platonico—cartesiana, de que os objetos
matematicos sdo idéias desligadas de toda experiéncia sensivel e que a verdade
matematica acede-se pelarazao.

No entanto, sdo dimensdes da aquisi¢do do conhecimento, em geral, além do
racional, também o emocional, através da intui¢do e da experiéncia estética,
entendendo por estética a ciéncia do conhecimento sensivel e por experiéncia
estética o prazer da apreensdo do belo. Para Courant e Robbins: “A matematica,
como expressao da mente humana, reflete a vontade ativa, a razdo contemplativa e o
desejo de perfeigdo estética. Seus elementos basicos sdo ldgica e intui¢do, analise e
constru¢do, generalidade e particularidade” (COURANT & ROBBINS, 1955, p. 3).
Na matematica, a experi€éncia estética consiste no reconhecimento da
transcendentalidade de seus objetos, por exemplo, a triangularidade do tridngulo, e €
oreconhecimento de padrdes mais que de objetos.

Neste artigo pretendemos mostrar como, ao longo da historia, o
conhecimento matematico nao foi somente objeto puro da razdo, sendo também da
emo¢do, manifestando-se esta através da intuigdo matematica e da apreciagdo
estética. Na matematica, do ponto de vista racional, da-se pouca énfase a intui¢ao
matematica e aos processos do pensamento ligados a ela como a visualizagdo, os
argumentos narrativos e indutivos, a imprecisdo. Na matematica do século XX
privilegia-se uma abordagem racionalista cartesiana em detrimento dos aspectos
mais intuitivos e concretos do conhecimento matematico.

Essa abordagem racionalista cartesiana teve suas origens em Platdo, para
quem o0s objetos matematicos pertencem ao mundo das formas ou das idéias,
desligados completamente de qualquer conotagao espago-temporal.

Para Aristoteles, pelo contrario, os objetos matematicos tém sua origem na
experiéncia sensivel e sdo obtidos por abstracdo de objetos concretos. Podemos
afirmar, inclusive, que, apesar da abstracdo, para Aristoteles eles ndo perdem sua
conotagdo espaco-temporal, isto €, o objeto matematico pode ser concebido como
nao desligado totalmente do seu contexto.

Essa tese pode ser verificada de varias formas. Por exemplo, quando

BoLETIM GEPEM / N° 46 —JAN/JUN. 2005 / 56



Uma via estética de acesso ao conhecimento matematico

Aristoteles diz que “o espago ¢ o lugar ocupado pelos corpos”, implicitamente
afirma que ndo ¢ concebivel um espago sem corpos que o ocupem, isto ¢, um espago
vazio, nem objetos que possam ser pensados separados de um certo espago, isto €, o
espaco ¢ criado pelos corpos ou manifesta-se pela presenca deles. Assim, também, o
fato de Aristoteles ter desenvolvido “apenas” (como ¢ freqiiente supor) uma logica
de predicados monadicos significa, na realidade, que os predicados diddicos e
outros de aridade superior podiam ser considerados monadicos, isto €, o entorno de
um objeto podia ser pensado como parte do proprio objeto (ou o objeto parte de seu
entorno). Isso pode ser ilustrado da seguinte maneira: se R ¢ um predicado diadico,
isto €, uma relagdo binaria, e a e b sdo dois individuos, entdo, a afirmacao aRb, hoje
em dia pensada como estando os individuos @ e b no entorno criado pelo predicado
R, podia ser pensada como o predicado monadico aR aplicado ao individuo b, ou
seja, considerando o individuo a como parte do entorno de b. Bachelard d4 um
exemplo nessa dire¢do quando diz: “chegamos a nos perguntar se a reta com paralela
nao corresponde a uma reta especial, a uma reta demasiado rica, numa palavra, a
uma nogao ja composta” (BACHELARD, 2000, p. 28), sugerindo que a existéncia
de uma paralela a uma reta euclidiana dada ndo seria uma qualidade externa da reta
sendo parte de sua propria esséncia. Essa forma de pensamento aristotélico
influenciou também a fisica grega onde o meio em que um corpo se move era
pensado como sendo parte essencial do seu movimento influenciando, por exemplo,
sua velocidade.

Essa visdo aristotélica foi deixada de lado a partir de Descartes, no século
XVII, onde sdo separados como idéias claras e distintas, dentre outros, o espago dos
objetos que o ocupam, criando-se o espago vazio. E, principalmente, a razdo ¢é
separada da emocdo, talvez uma das possiveis causas do racionalismo cartesiano.

Uma volta a visdo de Aristoteles onde os objetos nao possam ser separados de
seus contextos permitiria uma abordagem estética da matematica, isto ¢, uma
abordagem onde o conhecimento sensivel da matemadtica tenha um lugar de
destaque, onde a apreciagdo estética da matematica possa ser fator essencial na
nossa capacidade de compreensao, sendo, portanto, fonte de conhecimento.

A matematica, do ponto de vista racional, tem como objeto o necessario € o
universal. Ela é vista como absoluta. Demonstrar, do ponto de vista dedutivo, é
tornar necessario, sendo o necessario, entdo, de carater 1ogico. Ja para Aristoteles,

uma das principais caracteristicas da ciéncia é ter por objeto o necessario e, desse
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ponto de vista, amatematica seria a ciéncia mais perfeita.

Modernamente, pelo contrrio, os teoremas de incompletude de Godel,
demonstrados por ele em 1931, mostram que a “verdade matematica” ndo requer,
para sua apreensao, essa necessidade logica, pois existem verdades, relativas a um
sistema dado, ndo demonstraveis nesse sistema. Esses teoremas de Godel
mostrariam também que a razéo ndo pode ser considerada puramente 16gico-formal.
Desse ponto de vista existiria uma racionalidade ligada aos fenomenos da emocao,
uma racionalidade estética.

O estético ndo € apenas um olhar sobre a matematica, de fato acreditamos, e
essa € a nossa proposta, que existe um conteudo estético na matematica, e esse
contetdo esta ligado ao que pode ser “apercebido” pelo intelecto. Incluimos como
parte do conteido matematico também os métodos matematicos. Sdo valores
estéticos da matematica, por exemplo, a perfeicdo, a simetria, a forma, o contexto, o
contraste, a ordem, o equilibrio, a simplicidade e a abstracdo, também a liberdade.
Para Georg Cantor, um dos criadores da teoria dos conjuntos, mais especificamente,
da teoria conjuntista do infinito matematico, a esséncia da matematica reside na sua
liberdade. Esta ¢ também um valor ético.

Em particular, o contexto, talvez um dos mais importantes valores estéticos,
da existéncia espago-temporal ao objeto, alids, o contexto envolve uma outra
concepecao de espaco. Todo espago € um contexto e também todo contexto pode ser
considerado uma certa forma de espago. Por exemplo, definir um conjunto, classe
ou colec¢do, € criar um certo contexto para seus elementos, o contexto que lhes da
unidade como conjunto, isto é, como totalidade agregada.

Enfim, o estético é expressivo e toda forma de expressividade supde uma
linguagem. A linguagem ¢é captadora de conhecimentos. A linguagem formal nado
pode captar o conhecimento emotivo e, por isso, no caso da apreciagdo estética da
matematica, necessitamos de uma linguagem visual. O visual na matematica ndo
deve ser entendido s6 em relagdo a percepcao fisica, sendo também a um certo tipo
de percepcao intelectual, ligada fortemente a intuicdo matematica. Na concepgao
Kantiana, o visual em matematica estaria mais ligado ao néumeno que ao fenémeno,
entendendo por “fendmeno” o objeto percebido pelos sentidos, € por “ndéumeno” o

objeto percebido pelo intelecto.
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A linguagem visual da matematica, que introduziremos na sec¢ao 4, deve ser
uma linguagem que admita a possibilidade do erro e da imprecisdo, como as
linguagens da poética, que longe de lhe tirar riqueza e expressividade podem
contribuir para reforgar o significado. O paradigma da exatiddo na matematica ¢ s6
necessario para as aplicagdes, ndo para a apreciacdo estética, € o erro & parte
importante da apreensao dos entes matematicos (CIFUENTES, 2000).

Uma abordagem da matematica levando em conta seus aspectos estéticos
permitiria desenvolver a matemdtica do erro ou da imprecisdo, a qual poderia ser
considerada como a matematica do suficiente, complementar da matematica do
necessario. O seguinte exemplo clarifica esse conceito: € suficiente um certo
numero finito de termos de uma seqiiéncia para “visualizar” intuitivamente, ou seja,
através daquela percepcao intelectual, a sua regra de formagao ou seu limite.

Essa capacidade de “ver” através do intelecto, além de ser natural, pode ser
desenvolvida. E esse desenvolvimento, necessario para uma nova abordagem da
matematica, requer uma alfabetizacdo visual: € a necessidade de uma linguagem
visual rumo a elaboracdo de uma conceituagao visual. Esse € o grande desafio que
podera mudar, acreditamos, o desenvolvimento e o ensino da matematica no século
XXI.

2.0 Método Axiomatico na Geometria

A matematica, como ja vimos, apresenta a seguinte dicotomia essencial: o
racional vs. o intuitivo, estando o segundo ligado ao emocional. Para enfatizar essa
dupla face, a matemdtica ndo deveria ser estudada priorizando apenas seus
conteudos, sendo interpretada também em seus contextos histdricos e culturais, e
pondo em evidéncia ndo somente sua utilidade sendo também a sua beleza.

Assim, uma outra dicotomia essencial para o enfoque da matematica é: a
utilidade vs. a beleza, a matematica como técnica vs. a matemdtica como arte.

A matematica, desde os tempos de Platdo, teve uma finalidade educativa e
cultivadora do espirito humano. “Matematica” origina-se da palavra grega
mathema que, entre outras coisas, quer dizer “ciéncia”, “aprendizagem”.

No desenvolvimento histérico da matematica uma terceira dicotomia se

apresenta como essencial para um enfoque estético dessa ciéncia, como veremos: o
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finito vs. o infinito. Alias, para Herman Weyl (matematico de comecos do século
XX), amatematica ¢ a ciéncia do infinito.

Ha dois tipos de infinito que ja os gregos diferenciaram: o infinito potencial ¢
o infinito atual. O infinito potencial € o infinito dos nimeros naturais em sua génese
indutiva, um depois de outro sem fim. O infinito atual ¢ um infinito acabado,
captado ou apreendido como totalidade.

Kant nos diz que essa apreensdo do infinito atual ¢ uma experiéncia do
sublime, da beleza méaxima. Desse ponto de vista podemos afirmar, junto com Kant,
que o infinito é o0 nexo entre a matematica e a arte(!), € o nexo entre a matematicae a
estética, entre a racionalidade e a beleza, ¢ a ponte entre o conhecimento cientifico e
o conhecimento estético da matematica, entendendo por conhecimento estético o
conhecimento sensivel através da intuicdo matematica e do belo.

Os gregos, incluindo Euclides, dominaram matematicamente o infinito
potencial, porém, aceitaram com reservas o infinito atual. Por exemplo, a famosa
demonstracdo, incluida nos Elementos de Euclides, da infinidade dos ntimeros
primos ¢, na realidade, uma prova da infinidade potencial deles, pois para qualquer
colecdo finita de primos constroi-se um primo maior que todos eles. Para Platao, o
limitado € perfeito, enquanto que o ilimitado, entendido no sentido potencial, é
imperfeito por ser incompleto. O infinito atual s6 foi aceito como um recurso de
simplicidade.

A simplicidade ¢ uma nogao puramente estética, e a matematica grega estava
impregnada desse tipo de noc¢des. Ponhamos como exemplos dessas nogdes: a
simetria de uma figura, a evidéncia de um axioma, etc. A propria abstracdo, tdo cara
a matematica, ¢ também um processo ligado a simplicidade. O carater estético da
simplicidade ¢ explicitado por Diderot no século X VIII quem afirma: “Tudo o que ¢
comum ¢ simples, porém nem tudo o que € simples é comum. A simplicidade ¢ uma
das caracteristicas da beleza, ela é essencial ao sublime” (DIDEROT, 1973, p. 178).

Nelson Goodman sugere que as leis cientificas, quando expressas
matematicamente, sao o resultado da aplica¢ao de um argumento de simplicidade:
de fato, a curva de ajuste de um fenomeno, construida a partir de uma série discreta
de dados, ¢ a curva mais simples que se ajusta a esses dados (GOODMAN, 1975).

Assim, a simplicidade esta na base da possibilidade de predigao!
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2.1 A Axiomaitica Material Grega: Raizes Estéticas

A axiomatica ¢ uma metodologia inventada pelos gregos para sistematizar
um corpo de conhecimentos e faz uso explicito do recurso estético de simplicidade:
como o simples, os axiomas, pode ser fundamento do complexo, os teoremas(!).

A geometria grega, sistematizada por Euclides, ¢ dita material enquanto
diretamente ligada ao concreto, ao visivel, o qual traduziremos em termos
matematicos como construtivel. De fato, a visualizag@o dos objetos geométricos era
realizada mediante construgdes com regua e compasso, parte essencial do método
axiomatico grego.

Ja na concepgao pitagorica, os nimeros nao tinham um carater abstrato, pois
eram representagdoes de alguma extensdo geométrica, um comprimento ou uma
area, por exemplo. Tal foi a necessidade matematica de “visualizar” que a teoria
grega dos niimeros era de carater geométrico. Assim, os nimeros eram considerados
como “figuras”, os chamados de niimeros figurados: por exemplo, os nimeros
triangulares (1, 3, 6, etc.), os quadrados (1, 4, 9, etc., os nossos quadrados de hoje),
os pentagonais (1,5, 12, etc.).

Na geometria euclidiana, do ponto de vista da visualizagao dos objetos
geométricos mediante sua construgao, a palavra chave é tracar. Vejamos:

Primeiro, repare-se que a nogdo grega de reta €, na realidade, “segmento de
reta” ou “reta finita”, como sugerem as seguintes defini¢des (de Euclides):

Uma reta é um comprimento sem largura
e
Os extremos de uma reta sdo pontos.
Os axiomas euclidianos que confirmam essa afirmacao, além da mengao

dos “extremos” de uma reta, como acima, sdo os seguintes:

Pode-se tragar uma reta de um ponto qualquer a outro qualquer
e
Uma reta pode ser prolongada em ambos os sentidos quanto se quiser.
Veja-se que a reta grega € infinita no sentido potencial, porém, ndo o é no
sentido do infinito atual, pois se uma reta for completa, como poderia ser
prolongada?
De fato, os instrumentos gregos de construg@o séo a régua e 0 compasso, 0s

quais permitem concretizacdes fisicas da reta finita e da circunferéncia. As
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construgdes geométricas eram realizadas com segmentos de reta e circunferéncias
com as restrigdes dadas pelos axiomas.

Dentro desse espirito de finitude surge um conflito: o axioma das paralelas
requer areta infinita em sua totalidade.

Para Euclides é evidente que a reta ¢ finita embora arbitrariamente grande,
porém nao ¢ evidente que ela seja infinita no sentido do infinito atual. A aceitacao da
reta infinita no sentido atual, isto €, como totalidade, ¢ um recurso de simplicidade e,
portanto, de carater estético.

Uma outra caracteristica da geometria no estilo de Euclides ¢ a
“superposicao” de figuras.

Anocgao intuitiva de coincidéncia de figuras planas que aparece, por exemplo,
nos critérios de congruéncia de tridngulos, ndo ¢ formalizavel como um
procedimento “legitimo” de geometria plana. Assim, no teorema L-A-L (lado—
angulo-lado), que estabelece a congruéncia de dois triangulos que tém dois lados
iguais e o angulo entre ele também igual, podemos ver que, se esses tridngulos ndo
coincidem por translagdo e/ou rotacao, porém podem se fazer coincidir por reflexao,
entdo, tal processo exige tirar a figura do plano e volvé-a a colocar, o qual implica
supor a existéncia da terceira dimensdo e, mais ainda, a dependéncia do plano a
respeito do espaco (PEDOE, 1979, pp. 156-157). Essa suposi¢do, embora natural, €

nao trivial do ponto de vista tedrico.

2.2 AGeometria Formal Moderna: Raizes Culturais

Os processos euclidianos, baseados na visualizagdo construtiva de objetos
“concretos”, foram parte essencial do conceito grego de demonstracdo.

Essa mentalidade persistiu até comecgos do século XVII onde iniciou-se um
processo de “desvisualizagdo”. Vejamos:

a) Ao século XVII, com o advento da geometria analitica, a reta infinita &
capturada de uma vez s6 numa equagao.

b) O século XVIII, o chamado de século da ilustra¢do ou das luzes,
caracteriza-se pela excessiva confianca na razdo e subsequente desconfianca na

intuicao.
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¢) Século XIX, como conseqiiénciada ilustragdo, € o século das rupturas.

— Com o advento das geometrias nao-euclidianas, a matematica rompe com a
“realidade”, considerada o modelo absoluto da geometria.

—Com a algebrizagdo da logica, devida a Boole, esta rompe com as leis do
pensamento.

— Com Maxwell, dentre outros, ao ser substituido o conceito intuitivo de
“éter” pelo conceito matematico de “campo”, a fisica transforma-se de uma teoria
descritiva numa teoria formal da natureza.

- No caso da arte, a ruptura dad-se com os impressionistas quem,
privilegiando a forma, rompem com a finalidade de refletir, através do tema ou
contetido, a objetividade da natureza. E o nascimento da arte moderna.

Com o desenvolvimento das geometrias nao-—euclidianas, no século XIX,
houve um rompimento da geometria com a realidade espacial, desvinculando seus
aspectos intuitivos ou materiais, dos formais.

Com David Hilbert, a partir de sua obra Fundamentos da Geometria de 1899,
esta tornou-se uma ciéncia puramente formal “eliminando” todo apelo a intuigo.
Na geometria euclidiana, os axiomas deviam ser verdades evidentes tendo como
referéncia fatos concretos da realidade. Na geometria de Hilbert, os axiomas
deverao ser apenas convengoes sem referénciareal.

A parte material ou concreta da geometria foi separada da sua parte formal e
recriada nos chamados de modelos ou interpretagdes, permitindo modelos
diferentes e “novas realidades” para um mesmo sistema de axiomas.

O conceito de superposicao foi capturado matematicamente mediante o
conceito analitico de fun¢do, ndo sendo necessaria outra justificativa para a reflexao
de figuras planas que o “simples” fato de poder transformar uma na outra através de
uma fun¢do. Conseqiiéncia desse enfoque foi que, na versdo de Hilbert, o teorema L—
A-L virou um axioma e a existéncia da terceira dimensdo teve de ser postulada
mediante 0 axioma:

Existem quatro pontos ndo coplanares.

Com o intuicionismo de Brouwer, uma das correntes de filosofia da
matematica surgidas a comegos do século XX em decorréncia da chamada crise dos
fundamentos, houve uma reagdo ao excesso de formalismo de Hilbert. Essa

tendéncia tem sido desenvolvida em varias dire¢des ao longo do século XX,
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promovendo diversos tipos de construtivismo em matematica, sendo um dos mais
importantes o baseado na teoria de categorias ¢ de foposes. Essas teorias
construtivistas, de alto grau de tecnicismo, e cuja descricdo escapa aos alcances

deste artigo, ndo t€ém consolidado, até hoje, sua influéncia na matematica.

3. O Modernismo na Matematica

A matematica, além de ser uma ciéncia exata, também € um reflexo do meio
cultural das diversas épocas, como ja vimos.

O modernismo, estilo que se manifesta, tanto na matematica como na arte, a
finais do século XIX e comecos do XX, pode ser considerada a tltima etapa da
ilustracao.

Sao suas caracteristicas principais as seguintes:

— Ruptura com a tradicao:

Ademais do que vimos no paragrafo anterior, podemos mencionar que a
matematica rompe com a tradigio ao se desligar de suas aplicagdes. E o nascimento,
como observado por Bertrand Russell, da matemdtica pura.

—Mudangade linguagem:

No caso da arte moderna, por exemplo, a nova linguagem descarta o uso da
perspectiva na pintura. No caso da matematica, surge a teoria de conjuntos ¢ a teoria
de fung¢des como sua linguagem e seu fundamento. E importante esclarecer que a
implementacdo desta linguagem nova no ensino escolar, na segunda metade do
século XX, foi um grave erro do chamado movimento da matematica moderna, pois
o que ¢ fundamento nao necessariamente ¢ elementar.

— Separagao de contetido e forma:

Na matematica, como na arte, também deu-se a separacdo entre conteudo e
forma. No caso da matematica, ao aparecer a nog¢do de isomorfismo como
fundamental para o estudo, por exemplo, das estruturas algébricas. Dois sistemas
algébricos sdo considerados o mesmo se eles forem isomorfos, isto €, se eles tiverem
mesma “forma” do ponto de vista da algebra, sem importar a natureza particular de
cadaum deles.

— Fragmentacdo do conhecimento e darealidade:

O conceito de estrutura matemadtica, ja representa uma fragmentagdo do

conhecimento matematico ao decompor uma certa realidade, por exemplo os
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numeros inteiros como um todo complexo, em suas partes constituintes, digamos
suas operagdes de adicdo, subtragdo, multiplicacdo e divisdo, assim como sua
ordem, criando a nogao de o anel dos inteiros. Na arte moderna, especialmente no
cubismo, também a realidade é fragmentada: as figuras sdo apresentadas por planos
superpostos cada um dos quais captura um determinado enfoque da realidade
analisada.

— Autocritica:

Na matematica, a autocritica manifesta-se no desenvolvimento da /dgica
matematica a finais do século XIX, devido fundamentalmente a Gottlob Frege, € ao
advento da metamatematica, programa esbogado por Hilbert a comegos do século
XX como conseqiiéncia dos problemas aparecidos no desenvolvimento de sua
axiomatica formal. O fracasso desse programa, demonstrado pelos teoremas de
limitacdo (incompletude) de Godel, decreta o fim da matematica qualificada de
moderna segundo os lineamentos indicados aqui. Os resultados de Godel, ao
concluir que em qualquer sistema axiomatico (suficientemente forte como para
conter a aritmética de Peano) existem verdades, da “realidade” matematica que o
sistema pretende descrever, ndo demonstraveis no sistema, abrem passo a
possibilidade de outros mecanismos de demonstracdo matematica diferentes dos
dedutivos, por exemplo as demonstragdes computacionais, rompendo com um
“paradigma de rigor” de mais de dois mil anos. Este fato ainda ndo foi aceido pela
maioria dos matematicos profissionais, a pesar de suas evidentes conseqiliéncias

para o desenvolvimento, ¢ também para o ensino, da matematica.

4.A Linguagem Visual da Matematica
4.1 O Contexto e a Contextualizacao

Uma das caracteristicas fundamentais da matematica é a sua
comunicabilidade e, para tal efeito, a linguagem matematica ¢ essencial. Essa
linguagem deveria ser ampliada para envolver tanto os aspectos formais quanto os
intuitivos, estes ultimos ligados aos aspectos sensiveis.

Na procura de uma linguagem visual para a matematica, o primeiro valor
estético que se faz necessario nessa constru¢do ¢ o contexto, como foi sugerido na

secao 1.
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No processo de ensino-aprendizagem da matematica, ha dois tipos de
contextualiza¢do, ambos importantes para os processos de transposicao didatica dos
contetidos a serem ensinados:

— acontextualizagcdo dos conceitos matematicos no cotidiano do aluno, com
afinalidade de aplicaHos a situagdes ditas concretas, e

— a contextualizacdo dos objetos matematicos num contexto espaco—
temporal, com a finalidade de aprecia-los esteticamente, ou melhor, de por em
evidéncia suas qualidades estéticas.

Um exemplo de contextualizacdo do segundo tipo € o seguinte: pensemos
num tridngulo isésceles em duas posicdes diferentes (a palavra “posicao” ja indica
uma contextualizagdo espago-temporal), numa apoiado na base e na outra apoiado
no vértice. Suas propriedades geométricas sdo as mesmas, pois sdo tridngulos
congruentes, porém, do ponto de vista estético, a primeira apresentacdo o mostra
num estado de equilibrio maior no espago, isto €, mais estavel, do que a segunda. A
propria expressdo “base de um tridngulo” teve uma motivacdo contextual, mais
ainda, as palavras “equilibrio” e “estabilidade” nao teriam sentido para um tridngulo
descontextualizado do espaco que o contém. Como veremos depois, o equilibrio ¢ a
referéncia visual mais forte do ser humano (DONDIS, 1999, p. 32), e ¢
possivelmente em virtude disso que quando um professor desenha no quadro um
triangulo isosceles apoiado sobre seu vértice ou sobre um dos lados congruentes, os
alunos ndo o reconhecem.

De fato, a contextualizagdo dos objetos matematicos num contexto espago—
temporal ¢ um fator importante nos processos ligados a sua apreensao pela intuigao.

Como ja vimos, contextualizar um objeto ¢ dar um referencial espaco—
temporal ao objeto, de modo que, do ponto de vista estético, o contexto passa a
formar parte do proprio objeto como sugerido por Aristoteles, embora a “realidade”
do contexto possa ser diferente da realidade do objeto.

Exemplos muito importantes de objetos matematicos com grande contetdo
estético sdo as seqiiéncias (finitas ou infinitas). Elas, por estarem constituidas de
objetos multiplos e numa ordem determinada, sugerem uma ‘“narrativa”, ¢ sua
condicdo de segqiiencialidade ou serialidade. As seqiiéncias contam uma historia,

um processo, € estdo intimamente ligadas aos conceitos de “continuidade” e
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“infinito” de grande apelo estético.

Uma forma de contextualizar uma seqiiéncia num contexto espago-temporal
¢ através de uma representagdo geométrica. Ela permite evidenciar, poderiamos
dizer melhor visualizar, suas simetrias e, em decorréncia disso, seu padrdo ou
“moldura”. Um exemplo histérico desse processo ¢ constituido pelos ja
mencionados numeros figurados (numeros triangulares, quadrados, pentagonais,
etc.) estudados pelos pitagoricos. Através dessa representacdo espacial (e também
temporal, pois a seqiiencialidade sugere o tempo) ¢ possivel perceber o “todo
maior” da seqiiéncia, que a Gestalt, como teoria da organizagao perceptiva, explica,
tornando possivel conjeturar sua lei de formagao e predizer, ou melhor, prever, sua
continuagdo ou seu limite.

Assim, por exemplo, a seqiiéncia 1, 4, 9, 16, ... € constituida pelos chamados
de nmimeros quadrados ou quadrados perfeitos. E através da representagdo
geométrica desses nimeros que € possivel encontrar algumas leis que governam a
seqiiéncia. Por exemplo, no caso dos nimeros quadrados, temos que cada quadrado
perfeito ¢ a soma dos nimeros impares consecutivos 1 +3 + 5+ 7 + ... Também ¢
possivel prever o proximo termo da seqiiéncia, 25, processo que envolve uma outra
caracteristica estética da matematica como ¢ a simplicidade. “O préoximo termo da
seqiiéncia”, dentre as multiplas possibilidades, € aquele cuja escolha € mais simples
dentro de um certo conjunto de dados contidos nos termos anteriores da seqiiéncia.
Alias, podemos concluir que um dos problemas matematicos cuja primeira solu¢ao

¢ de carater visual € a predicao de seqiiéncias.

4.2 O Equilibrio

Como foi mencionado antes, o equilibrio e subseqiiente propriedade de
estabilidade € uma caracteristica do objeto em relagdo ao seu contexto, €, segundo
Dondis (1999), a referéncia visual mais forte do ser humano e sua base consciente e
inconsciente para fazer avaliagdes visuais. Em matematica, o equilibrio nao ¢
apenas uma qualidade ligada ao espacial. Em algebra, por exemplo, uma equacgdo,
mais do que a expressao de uma simetria ¢ a expressao de um equilibrio entre seus
membros, ¢ as operagdes algébricas conducentes a sua solugdo sdo transformagoes

que devem deixar invariavel o equilibrio estabelecido previamente.
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4.3 O Contraste

Um valor estético intimamente relacionado com o contexto e com os
fendmenos de percepcdo, no caso da matematica de percepcao intelectual, ¢ o
contraste. De fato, a Gestalt explica que s6 pode haver percepgdo se houver
diferencas entre as diversas partes do campo de percepgdo, o que pode ser levado
também ao caso da percep¢do do néumeno. Assim, por exemplo, s6 podemos
entender o quente em relagdo ao frio, o doce em relagdo ao amargo, o pesado em
relacdo ao leve; vemos o claro porque esta proximo do obscuro. No caso da
percepcao do espaco, o contraste se da na diferenga figura—fundo, isto €, objeto—
contexto.

O contraste pode se dar por semelhanga ou por diferenga. Uma das
manifestacdes do contraste por semelhanca na matematica ¢ dado mediante a
analogia. A analogia, processo de raciocinio ja estudado por George Polya (POLYA,
1966), ¢ uma espécie de proporcionalidade, ndo entre niimeros sendo entre
conceitos. Como método, ela é muito importante nos processos de compreensao,
descoberta e generalizagdo em matematica. Por exemplo, alguns objetos
tetradimensionais podem ser “compreendidos” por analogia com seus
correspondentes tridimensionais: ¢ o caso da hiperesfera e do hipercubo. Alids,
talvez seja mais correto afirmar que a definigdo desses objetos tetradimensionais s6
sejapossivel por analogia com os correspondentes tridimensionais.

Um outro exemplo ¢ a analogia entre as funcgdes trigonométricas e as
hiperbolicas, analogia que forga a descoberta dos nimeros perplexos. Vejamos: 0s
niimeros complexos sio numeros da forma x + iy com @ e b nimeros reais e i’ = 1.
Identificando esses nimeros com os pontos (x , y) do plano cartesiano, podemos
estabelecer uma relagdo intima com as fungdes trigonométricas cosseno € seno
através de sua representagdo em coordenadas polares, isto ¢, se X’ +y’ >0, entdo, X =
rcos ey =rsen, sendo r a distancia do ponto (x , y) a origem ¢ o angulo que forma
esse ponto com a parte positiva do eixo x. Por outro lado, em um primeiro curso de
Célculo, definem-se as func¢des cosseno hiperbdlico e seno hiperbolico, através da
funcdo exponencial, da seguinte maneira: cosh = (e + ¢)/2 e senh = (e ¢)/2. Entao,
por analogia com a relagdo entre as fungdes trigonométricas € os nimeros
complexos, € possivel definir, para as fungdes hiperbolicas, um sistema de numeros,
os chamados numeros perplexos, que em certa forma reproduzam essa relacao.
Esses numeros sdo da forma x +jy com x e y reais e j° = 1, e surgiram na matematica,

devido a motivagdes fisicas, no inicio dos anos 80 do século XX. Uma das
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manifestagdes dessa analogia € a representagdo hiperbdlica que esses nimeros
admitem, analoga a representag@o polar dos nimeros complexos: por exemplo, no
caso de termos x° y° >0 e x > 0, temos x = 7 cosh e y = 7 senh (aqui 7 ¢ tem outra
significagdo). Em conseqiiéncia disso, os nimeros perplexos estdo as fungodes
hiperbodlicas como os nimeros complexos estdo as fungdes trigonométricas
(CIFUENTES, 2003).

Ja um tipico uso do contraste por diferenca, na matematica, ¢ dado através do
conceito de contra-exemplo. Um contra-exemplo pode ilustrar por qué uma
determinada propriedade ¢ satisfeita em alguns casos e em outros ndo ou que
hipoteses sdo necessarias e que outras nao o sao.

Uma forma de medir a intensidade do contraste, por exemplo em geometria, €
através da proporcionalidade. Ela mede, através do conceito matemadtico de
“propor¢do”, o contraste de dimensdes entre figuras e trata de capturar
quantitativamente relacdes qualitativas como o grande em relagdo ao pequeno.
Talvez, o contraste seja, ao longo da historia, o primeiro elemento estético em ser

transformado em “grandeza” matematica mediante a nog¢ao de proporcionalidade.

4.4 A Seqiiencialidade

Uma das caracteristicas estéticas mais importantes, motivada pelas
seqiiéncias, € o que nds chamamos de segiiencialidade ou serialidade, ela manifesta
o carater de narrativa de uma seqiiéncia. Na arte, a serialidade manifesta-se quando
o artista cria uma série sobre o “mesmo” tema. Na realidade nunca ¢ o mesmo. Uma
das séries mais famosas € a da Catedral de Rouen de Monet. Na interpretagdo da arte,
uma série traduz a experiéncia de tempos vivenciados pelo artista através de
“formas ritmicas da imagem” (OSTROWER, 1998, p. 75). Para nos, a criagao de
uma série pode ser interpretada como a procura do conhecimento de um objeto,
conhecimento que sé poderia ser atingido no limite infindavel da prolongacao dessa
série. Toda série finita, considerada como fragmento inicial de uma possivel série
infinita, € s6 uma aproximagao a esse conhecimento.

No ensino da matematica, a serialidade, também chamada de seriacdo,

manifesta-se também na resolucdo de exercicios similares com o intuito de induzir
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no aluno a fixag¢ao de conceitos ¢ a criagdo de novas situagdes que lhe permitam
captar o objeto através da formagdo de padrdes, ¢ assim conquistar seu

conhecimento sobre o contetido proposto.

4.5 ASimplicidade e a Abstracao

A simplicidade, como ja foi salientado, € outra caracteristica estética da
matematica. Diversos exemplos ilustram esse fato, e talvez o mais importante deles
seja, como visto acima, o meétodo axiomadtico. O principio de simplicidade remonta—
se aos gregos para quem o mundo natural devia satisfazer um ideal de perfei¢ao e
simplicidade.

A simplicidade também aparece no momento da escolha da “melhor”
aproximacao a solu¢do de um problema, como no caso da predigdo de seqiiéncias ou
na determinacdo das curvas de ajuste para cole¢des discretas de dados. A propria
“conclusdo” de um raciocinio por indugao ou por analogia pode ser considerado um
fenomeno de predi¢do e, portanto, regido pelas leis da simplicidade.

Ainda, no caso das seqiiéncias, a aceitagdo de uma seqiiéncia infinita como
coisa terminada, ¢ também um recurso de simplicidade. A existéncia dos nimeros
irracionais tem esse status.

Intimamente ligada a simplicidade estd a abstracdo, talvez uma das
caracteristicas fundamentais da matematica e aparentemente a mais racional. Essa
falsa aparéncia pode ser evidenciada, por exemplo, na musica, pois, mesmo sendo
abstrata tem um conteudo que pode ser qualificado de alegre, triste, romantico,
caotico, etc., isto €, emocional.

Em contraposi¢do com o concreto, podemos aventar a idéia de que um objeto
matematico pode ser considerado abstrato se ndo depender de um contexto espago—
temporal, enquanto sera concreto se depender de um tal contexto. Um exemplo
interessante da diferenca entre o abstrato e o concreto, segundo o sentido dado acima
a esses termos, pode ser encontrado na diferenga entre um numero inteiro e sua
representacdo num determinado sistema de numeragdo. O ntimero, digamos 75, ¢
um ente abstrato, enquanto que sua representagdo em um determinado sistema de
numerac¢do, digamos em base 10 (75) ou em base 2 (1001011), ¢ claramente
contextualizada num certo tipo de espaco, pois a notagdo posicional (unidades,

dezenas, centenas, ... ) depende da configuragdo espacial dos algarismos.
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5. Conclusio: Visualizagao e Realidade

Para finalizar faremos uma breve reflexdo sobre a visualizacdo como
mecanismo de expressdo de uma linguagem visual. Visualizar ¢ ser capaz de
formular imagens mentais e esta no inicio de todo processo de abstragdo. O impeto
davisualizagdo nos permite “ver”, por exemplo, o infinito atual. A visualiza¢dao ¢ um
processo de singularizacdo ou exemplificacdo, mantendo a universalidade. Como
diziamos antes, a visualizagdo permite “ver” mais padroes do que objetos. Esse
processo ¢ utilizado sempre que dizemos, por exemplo, “seja x fixo, porém
arbitrario” no inicio de uma demonstragdo, ou quando distinguimos constantes
arbitrarias de variaveis. Um dos desafios da matematica do século XXI sera tornar a
visualizagdo em argumento de demonstragdo. Nesse caso, a visualizagdo sera o
principal mecanismo para “ver” a verdade de um resultado matematico sem recurso
a demonstragao logica. As demonstragdes visuais fardo uso possivelmente de uma
linguagem visual apropriada, envolvendo também meios computacionais, os quais
podem por em evidéncia a expressividade artistica da matematica. Um precursor
desse tipo de demonstragdes visuais com recursos computacionais ¢ a famosa prova
do “teorema” das quatro cores, o qual, expresso em forma abreviada, afirma que
bastam quatro cores para pintar qualquer mapa planar, e esse ¢ 0 menor numero
possivel para tal efeito.

A linguagem visual a que fazemos referéncia, ainda devera adaptar, para a
matematica, termos como “regularidade”, “simetria”, ‘“sutileza”, ‘“varia¢do”,
“profundidade”, “singularidade”, “fragmentacdo”, “distor¢do” (este Gltimo, por
exemplo, em contraposicdo a “exatidao”), dentre outros (DONDIS, 1999, p. 24). A
variagdo, por exemplo, pode ser entendida como a manifestacdo da existéncia de
diversas demonstragdes para um mesmo resultado matematico. A profundidade
pode ser evidenciada através de exemplos como as demonstragdes de resultados que
escapam ao contexto do seu enunciado. Um caso de destaque ¢ o teorema
fundamental da algebra, o qual, aparentemente, ndo tem uma demonstragao
puramente algébrica sugerindo, entdo, relagdes inesperadas entre diversos campos
da matematica. A singularidade, segundo Dondis (1999, p. 156), eqiiivale a
focalizar, numa composi¢cdo, um tema isolado e independente. No caso da
matematica, a singularidade manifesta-se, por exemplo, nos resultados que

usualmente sdo chamados de “lemas” em relagdo a outros teoremas, pois eles
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chamam a atengdo para certas caracteristicas localizadas desses teoremas. Em fim, o
estilo em matematica seria a sintese de todos esses elementos.

Finalmente, todo conceito de visualizacdo remete a uma certa “realidade”,
pois “a realidade ¢ a experiéncia visual basica”. Admitir isso nos compromete a
adotar alguma postura filosofica acerca da realidade matematica, e ela pode ser
platonista, construtivista, etc. Uma discussdo nessa diregdo se faz necessaria para

dar conteudo semantico a linguagem visual da matematica esbogada nestas linhas.
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