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Introduciao

E inegavel a atragdo irresistivel que o teorema de Pitdgoras exerceu (e ainda
exerce) sobre os apaixonados pela Matematica desde a sua concepgdo, por
Pitagoras, no periodo 580500 AC. Dentre esses apaixonados podemos citar Elisha
S. Loomis. Na primeira edi¢ao de seu livro “The Pythagorean Proposition” (1927),
Loomis catalogou 230 demonstrag¢des para o teorema. Em 1940, na segunda edigao,
o niumero de demonstracdes tinha subido para 370. O nimero de demonstragdes
atualmente conhecidas ja se aproxima de 400.

Basicamente as provas sdo classificadas em “provas geométricas” (em que
sdo usadas as comparagdes de areas) e as “provas algébricas” (em que sdo usadas as
relagdes métricas).

Dentre as provas geométricas, existem aquelas denominadas “sem palavras”
objetivando mostrar que os quadrados construidos sobre os catetos cabem no
quadrado construido sobre a hipotenusa. A figura ilustra uma dessas provas'.
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'A prova "sem palavras" apresentada ndo foi retirada de nenhum sitio da Internet. Ela foi imaginada por mim. Nos sites e artigos

pesquisados ndo encontrei nada parecido. Nao tenho a pretensdo dizer que seja inédita, pois existem quase 400 provas do teorema e
nao tive acesso a todas.
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Outras provas sdo pouco divulgadas. Entre elas, hd uma que utiliza conceitos
da Fisica, especificamente, equilibrio € momento de uma forca, objetivo deste
artigo.

Sendo graduado em Matematica e com especializacdo em Fisica, cadeira que
leciono ha 38 anos, sempre fui um apaixonado pela Historia da Matematica e pela
propria Matematica. Nesse momento em que a Fisica e a Matematica se enlagam
compondo as Ciéncias da Natureza e suas Tecnologias, achei oportuno mostrar essa
interdisciplinaridade, apresentando uma demonstragdo do Teorema de Pitagoras
utilizando conceitos da Fisica.

Embasamento

O enunciado do Teorema de Pitagoras e sua expressdo algébrica sdo
amplamente conhecidos e dispensam comentarios. Acredito que a maioria dos
leitores do Boletim do GEPEM ¢ constituida de professores de Matematica e ndo
estd muito familiarizada com os conceitos da Fisica. A prova que pretendo
apresentar envolve os conceitos de momento de uma forga e de equilibrio do corpo
rigido. Para entender melhor a abordagem da prova do Teorema de Pitagoras, vamos
recordar esses conceitos.
Sistema de forcas coplanares e condicdes de equilibrio

Quando um conjunto de forgas age sobre um objeto, dizemos que o objeto
esta submetido a um sistema de forg¢as. Um sistema de forgas de particular interesse
¢ o coplanar.

Para que um corpo rigido submetido a sistema de forgas fique em equilibrio,
duas condigdes sdo necessarias:

1. asoma (vetorial) da for¢as que agem sobre o corpo deve ser nula;

2. asoma algébrica dos momentos das forgas em relagdo a um ponto deve ser
nula.
Soma Vetorial - Regra do poligono

Um método grafico bastante usado para determinar a soma de vetores ¢ o
conhecido como regra do poligono. Nesse método, escolhe-se um ponto do plano
para colocar a origem do primeiro vetor; o segundo vetor deve ter sua origem
coincidente com a extremidade do primeiro; a origem do terceiro deve coincidir
com a extremidade do segundo vetor e assim sucessivamente (figura a). O vetor
soma deve ter sua origem na origem do primeiro, e sua extremidade na extremidade
do ultimo (figurab).
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Figura a Figura b

Se a extremidade do ultimo vetor coincidir com a origem do primeiro
(poligono fechado), a soma vetorial € o vetor nulo, como mostra a figura c.
Momento ou Torque de uma Forca

Conceitualmente, momento de uma forga (torque), em relagdo a um ponto de
rotagdo, ¢ uma medida de a tendéncia da for¢a provocar uma rotagdo em torno
daquele ponto. No nosso dia—a-dia, folgar ou apertar um parafuso, abrir ou fechar
uma porta, abrir ou fechar um livro, etc... sdo aplicagdes do momento de uma forga.

Se o sistema de for¢a agindo sobre um corpo for coplanar, podemos dar um
tratamento escalar ao momento, definindo o seu modulo, e adotar um sinal para
designar o sentido de rotagao da forga.

Considere uma for¢a F e um ponto O, pertencentes a um mesmo plano, ed a
distancia do ponto a forga, também conhecido como brago da forga.

Define-se momento ou torque da for¢a F em relagdo a um ponto de rotacdo O,
(M # ) como produto da forca pelo seu brago.

MP=%Fd (1)

P
X .

Os sinais + e —que aparecem na expressao (1) do momento indicam que o

< a
01

efeito de giro da for¢a em relagdo ao ponto O pode ser no sentido horario (- ou no
sentido anti-horario (+), indicados na figura.

Para que um sistema de forgas coplanares fique em equilibrio de rotagdo em
relacdo a um ponto qualquer desse plano, a soma dos momentos das for¢as que
produzem a rotag@o no sentido horario deve ser igual a soma dos momentos das
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forgas que produzem a rotagdo no sentido anti-horario. Em outras palavras:
Quando um sistema esta em equilibrio de rotacio, a soma algébrica dos
momentos das forcas em relacio a um ponto deve ser nula.

Equilibrio de rotacio < ZM;} =0

AProva

Considere um corpo rigido com a forma de um triangulo retangulo, extraido

de uma placa plana e homogénea, rigida e extremamente fina, como mostra a figura
aseguir.

C

A c B

Sendo A o angulo reto da placa triangular, o lado a ¢ a hipotenusa ¢ os ladosb e
¢, os catetos do triangulo.

As forcas que serdo aplicadas a placa devem obedecer as seguintes
condigdes:

1) devem pertencer ao mesmo plano que contém a placa;

2) devem ser aplicadas no ponto médio de cada lado e perpendicularmente
a0s Mesmos;

3) todas as forgas devem “apontar”, simultaneamente, para “fora” da placa
ou para “dentro” daplaca;

4) asoma vetorial dessas forcas dever nula.

Vamos aplicar primeira for¢a na hipotenusa do triangulo, como mostra a
figura a seguir.

Fa

=\

c w/ ™~ p

A

Como devem ser aplicadas as outras duas para que a quarta condi¢ao seja
obedecida?
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A forca Fb, aplicada ao lado AC deve ser perpendicular a esse lado e apontar
para “fora” da placa (uma vez que foi este o sentido escolhido para a forga Fa). Sua
origem esta na extremidade de Fa, e numa dire¢ao perpendicular ao lado AC (linha
pontilhada na figura a seguir).

A forga Fc deve ser perpendicular ao lado AB e, para obedecer a quarta
condicdo, deve fechar o poligono (tridngulo), isto €, sua extremidade deve ser
coincidente com a origem da primeira for¢a (Fa) e sua origem deve ser a
extremidade de Fb. Portanto, a extremidade de Fb deve ser a interse¢do da reta
perpendicular a AB com areta que contém a direcdo pontilhada indicada na figura.

A seguir, mostramos o tridngulo de forgas construido, de modo a obedecer a
quarta condigao. Fb

O triangulo formado pelas forgas e o triangulo da placa sdao semelhantes pois
possuem os lados correspondentes perpendiculares. Portanto,

F,_F,_F._x

A b ¢

De acordo com a condigao (4) anterior, os modulos dessas forgas sao:

Fa=ka Fb=kb e Fc=kc

onde k ¢ uma constante de proporcionalidade.

Portanto, para que a soma vetorial das forcas seja nula, o médulo de cada
forca deve ser proporcional a medida do lado onde esta aplicada.

Sejam Fa, Fb ¢ Fc, as forgas que serdo aplicadas, respectivamente, nos lados
a,bec.
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A figura a seguir mostra as forgas aplicadas a placa, obedecendo as condi¢des
impostas:

C
Ysa
F, b
<4+—p
Vb M Vsa
N
A Yac Yac B

A
A condicao de equilibrio de rotagdo é valida para qualquer ponto escolhido no
plano da placa. Deste universo de pontos, os pontos A, B e C, sdo fortes candidatos a
serem escolhidos como ponto de rotagdo para a aplicagdo dos momentos.
Escolhendo o ponto B como centro de rotag@o, temos:

Fy
C
2 a
F, %b ff
< P M 1/2a
[* %b
N
A N
e e B
&
FC
ForgaF:
* suadistinciaaBéBM= Ya
* seutorque énegativo
* oseutorquevale: M} =—F, x la=—-kaxla= f‘zka"‘

ForgaF,:
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* suadistinciaaBéAP= b
* seutorque € positivo
* oseutorquevale: M, = F, x Lh=kbx1b=1kbh’

ForgaF:

* suadistanciaaB¢éBN= 'ac

* seutorque € positivo

* oseutorque vale: Mf =F.xte=kexte=1k?

Como a soma algébrica dos torques deve ser nula, podemos escrever:

Simplificando a expressao, temos:

a2=b2+c?

expressao algébrica do Teorema de Pitagoras.

Aescolha do vértice B, facilitou o desenvolvimento da prova, uma vez que as
distancias das forcas ao ponto foram respectivamente, as metades dos lados do
triangulo.

Se o ponto escolhido fosse o vértice A, as distancias de Fb e Fc seriam
respectivamente AP = 15b e AN = Y4c, mas a distancia de Fa a A ndo é visualmente
determinada. Apenas para validar a prova, vamos mostrar seu desenvolvimento,
tomando A como ponto de rotacao.

Como o problema esta em determinar a distancia da forca Fa ao vértice A,

apresentamos a figura a seguir, simplificada.

Como a soma algébrica dos torques deve ser nula, podemos escrever:
2 2 2
—thka” + kb + ke =0

Simplificando a expressao, temos:

a?=b*+c?

expressao algébrica do Teorema de Pitagoras.

A escolha do vértice B, facilitou o desenvolvimento da prova, uma vez que as
distancias das forcas ao ponto foram respectivamente, as metades dos lados do
triangulo.

Se o ponto escolhido fosse o vértice A, as distancias de Fb e Fc seriam
respectivamente AP = 2b e AN = Y2c, mas a distancia de Fa a A ndo ¢ visualmente

determinada. Apenas para validar a prova, vamos mostrar seu desenvolvimento,
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tomando A como ponto de rotacao.

Como o problema esta em determinar a distancia da forca Fa ao vértice A,
apresentamos a figura a seguir, simplificada

C
Ysa
b ha
D
A X . y B
d
E

Os triangulos AED, BMD e BAC sao semelhantes.

Considerando os triangulos AED e BAC, podemos escrever:
x d ad  (3)
- x=-—

a c c

Considerando os tridangulos BMD e BAC, temos:
Yy 4 a’ (4

Y_oi o, a0

a c 2c

Sendo x+y=c, temos:

ad a’ 2¢* —a’

—t—=¢ > d="—— ©)
¢ 2 2a

De posse da distancia da forga Fa ao vértice A, podemos aplicar a condigdo de

equilibrio de rotagdo, tomando A como referéncia. De acordo com a figura a seguir,
temos:
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ForgaF,; s s
L ) 2c"—a
suadistAnciaaAé d = ———
e 2a
seu torque € positivo ) ) ., 5
o seu torque vale: M! =F XZC——G =kax20—_a= ket
‘ a 2a 2
ForgaF,:
suadistinciaa A¢ AP= 16
seu torque € positivo

o seutorque vale: Mé =F,xib=kbx1h :%l{i’)2

ForgaF

suadistinciaa AéAN= 3C

seu torque € negativo

o seu torque vale: M;f( =—F x %C = —kex %c = —%kcz

Como a soma algébrica dos torques deve ser nula, podemos escrever:

ou
az=b?+¢2
expressao algébrica do Teorema de Pitagoras.

Consideracoes Finais

Para concluir, seria importante esclarecer ao leitor que a primeira parte da
condigao 2 (forgas aplicadas no ponto médio do lado) foi imposta para simplificar as
demonstragdes. As outras condi¢des sdo necessarias. A figura a seguir mostra as
forcas aplicadas fora dos pontos médios dos lados. Definido o ponto de aplicagdo da
primeira forga, (Fa), automaticamente sdo localizados os pontos ncqie aplicacdo das
outras duas (ver figura). A forga Fa esta aplicada a uma distancia ; a do vértice B:
1{mnn eN’ |m < n}).
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C Fa
b
a
3
Qb(D C N
A ﬁm B
—C
\ A

Utilizando os pontos A, B e C como centros de rotacdo, o leitor fica desafiado
a obter a expressao do teorema de Pitdgoras usando as condi¢des dadas na figura
anterior.

Nao ¢ incrivel como um teorema tdo simples possa ter uma variedade tao

grande de provas?

Referéncias

PENTEADO, P. C. M. Fisica - Conceitos e Aplicagdes. Sao Paulo: Moderna, 1998
TOKIEDA, T. F. Mechanical Ideas in Geometry. Amer Math Monthly, 1998
LOOMIS, E.S. The Pythagorean Proposition: Its Demonstration Analyzed and
Classified and Bibliography of Sources for Data of the Four Kinds of “National
Council of Teachers of Mathematics”. Washington, DC, 1968.

Sitios da Internet apresentando provas do Teorema de Pitagoras
http://www.cut-theknot.org/pythagoras/index.shtml

http://www.arrakis.es/~mcj/teorema.htmhttp://www.geocities.com/CapeCanavera
1/Launchpad/3740/activities.html

Http://www.ies.co.jp/math/java/geo/pythagoras.htmlhttp://roble.pntic.mec.es/~jar
ran2/cabriweb/1triangulos/teoremapitagoras.htm

BoLETIM GEPEM / N° 47 —JUL./DEZ. 2005 / 112



