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Resumo

O presente artigo ¢ parte de uma investigacdo que buscou elencar dificuldades relacionadas as
formas de demonstragdes matematicas evidenciadas em registros escritos de graduandos do curso
de matematica de uma universidade norte paranaense em tarefas abordando conjuntos e fungdes. A
discussao e as andlises ocorreram apoiando-se em tipos de demonstragcdes e em processos de
desenvolvimento do pensamento matematico avancado, verificando que os processos de
representacdo foram mais evidenciados que os de abstragdo. Concluiu-se que as dificuldades
evidenciadas nos registros escritos dos participantes da pesquisa foram: a escolha da forma de
demonstragao, dificuldades inerentes ao conteudo e a escrita na linguagem matematica ou materna.

Palavras-chave: Educacdo Matematica. Demonstracdes. Pensamento Matematico Avangado.
Conjuntos. Funcgdes.

Difficulties and advanced mathematical thinking evidenced by
undergraduate students in activities of mathematical demonstrations

Abstract

This article is part of a research that intends to elucidate difficulties related to the forms
mathematical demonstrations evidenced in written records of undergraduate students in Mathematic
course from a northern university in Parand based on tasks addressing sets and functions. The
discussion and analysis were based on types of demonstrations and process development of
advanced mathematical thinking, noticing that the representation processes were more evident than
the abstraction. It was concluded that the difficulties highlighted in the written records of the survey
participants were: the choice of demonstration form, difficulties inherent in the content and in
writing mathematically or in mother tongue.

Keywords: Mathematical Education. Demonstrations. Advanced Mathematical Thinking. Sets.
Functions.
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Introducao

Apresentamos os resultados de uma pesquisa que investigou dificuldades encontradas por
graduandos na resolucdo de tarefas envolvendo demonstra¢oes matematicas. Realizamos uma
discussao a respeito de demonstracdes, formas de demonstragdes e sua relacio com o pensamento
matematico avancado'. Demonstragdes ¢ P.M.A. permeiam todo curso de matematica sendo
essenciais para a formagdo do estudante, desenvolvendo o raciocinio logico e o poder de
argumentacao.

De acordo com Moreira e David (2005), em matematica, ¢ necessario a construgao
axiomatica do conteudo estudado, apoiado em definicdes e teoremas anteriormente estabelecidos
para provar novos resultados, para tanto, definigdes formais e demonstragcdes rigorosas sao
elementos importantes para a sistematizacao tedrica.

Rav (1999), Hanna e Barbeau (2008) atestam que as demonstragdes sao o cerne da
matematica e que existem dificuldades no desenvolvimento do raciocinio matematico de estudantes
de graduagdo, ao considerar que as demonstragdes sdo essenciais para o desenvolvimento da
matematica.

Em um segundo momento, apresentamos como ocorreu a aplicagdo de tarefas abordando
conjuntos e fungdes a graduandos de um curso de matematica e como se deu a analise dos registros
escritos desses estudantes, apoiados em Balacheff (1987) e Dreyfus (1991), na busca de elementos
do P.M.A. e das dificuldades apresentadas pelos estudantes em relagao a demonstragdo e as formas
de demonstragdes. Interessou-nos as escolhas feitas pelos participantes quando eram apresentados
as tarefas, bem como o modo como procederam as demonstracdes. Concordamos com Ponte et al,
(1997) quando apontam como se desenvolve o raciocinio matematico diante de uma questdo a
resolver. Esse raciocinio matematico determina que o graduando compare véarias situacdes de
aprendizagem, a fim de estabelecer relagdes entre essas situacdes, e exige que desenvolva

competéncias e habilidades em demonstragdes.

Referencial Teorico

Uma demonstracao seria “[...] uma sucessao articulada de raciocinios 16gicos que permite mostrar
que um resultado proposto € consequéncia de principios previamente fixados e de proposi¢des ja
estabelecidas” (DOMINGUES E IEZZI, 2003, p.17). Quando nos referimos a demonstragdes
matematicas, a argumentagdo, a qual ¢ utilizada para provar se uma proposi¢do ¢ verdadeira ou

falsa, torna-se imprescindivel, bem como o raciocinio légico dedutivo. Concordamos que

1 Jo . . y L.
Utilizaremos P.M.A. para indicar pensamento matematico avangado.
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argumentar e raciocinar de maneira dedutiva ndo sdo tarefas simples e, portanto, apresentam
dificuldades para estudantes nas primeiras séries de um curso de matematica.
Ha necessidade da racionalidade para uma prova dedutiva, como afirma Balacheff (2004),

pois promove a construgdo do raciocinio logico. O autor esclarece que racionalidade:

[..] nos permite a razdo e decidir [...] ¢ a base de qualquer processo provado. [...]
em geral e sua relacdo com a matematica em particular, ¢ um ponto-chave para
nossa compreensao de qualquer trabalho no nosso campo de pesquisa. Um pode
aceitar, ndo com muita dificuldade, que prova depende do contetido e contexto.
(BALACHEFF, 2004, p. 2)

Balacheff (1987) categoriza dois tipos de demonstracdes denominadas de prova
pragmatica € prova conceitual. As provas pragmaticas sdo produzidas por sujeitos baseados em
fatos e acdes, contudo ndo contemplando um formalismo légico; podem ser denominadas
“mostragdes”, pois os resultados sdo, em sua maioria, por meio de exemplos. As provas conceituais
se caracterizam por formulagdes de propriedades e as provaveis relacdes entre elas. Balacheff
(1987) afirma haver diversos niveis de provas pragmaticas e provas conceituais caracterizados no
quadro um.

Quadro 1- caracterizacio dos niveis de provas
Tipos Nivei Caracterizacao

consiste em afirmar a verdade de uma proposi¢do apos a

Empirismo . ~ . . S
inp Sntio:- verificacdo de alguns casos. E considerado o primeiro
& ‘ passo no processo de generalizacdo.
Provas pragmaticas
Experimento consiste em afirmar a verdade de uma proposi¢do apos a
pertn verificagdo para um caso especial, geralmente ndo
crucial: .
familiar.
- consiste em afirmar a verdade de uma proposi¢cdo apos a
Transigdo entre . ~ -
L Exemplo manipulacdo de alguns exemplos de modo a deixa-los
provas pragmaticas L o
generico: com uma caracteristica que representa uma classe de

€ provas conceituais .
p objetos.

Experimento | consiste em afirmar a verdade de uma proposicao de
Provas conceituais de forma genérica, porém baseada no estudo de alguns casos
pensamento: | especificos.

Fonte: Adaptacgao de Balacheff (1987)

Ressaltamos que o processo em que uma demonstracao estd envolvida, segundo Mariotti e
Balacheft (2008), propicia ao estudante importantes elementos matematicos, como estratégias e
procedimentos, na resolu¢ao de problemas. Ao demonstrar uma proposicao ¢ necessario ter-se uma
ideia do objeto matematico, formar relagdes com axiomas ou proposi¢des ja demonstradas e, no

caso de ser um elemento desconhecido, investigar a respeito do mesmo.

56



Assim, podemos inferir que demonstracdes matematicas exigem dos graduandos processos
mentais” decorrentes do P.M.A.. Para a realizagio desses processos ha a necessidade de abstrair e
representar objetos matematicos e utilizar a argumentagao explicita, a forma de raciocinio légico
dedutivo envolvida.

No desenvolvimento de uma demonstragdo matemadtica, o resultado apresentado ¢ uma
representacdo simbolica de um processo mental. Tall (1999, p.15) afirma que “alunos iniciantes tém
dificuldade ainda maior com a prova antes de atingir familiaridade com o funcionamento da cultura
matematica”. Familiaridade construida a partir de relagdes internas do individuo, isto €, por meio do
pensamento.

Tall (1991, 1995) e Dreyfus (1991) abordam sobre processos mentais decorrentes da prova
matematica. Recorremos a esses autores para esclarecermos o termo P.M.A..

Para Tall (1995, p.3), “o pensamento matematico avancado envolve o uso de estruturas
cognitivas produzidas por uma ampla gama de atividades matematicas para a construcao de novas
ideias que desenvolvam e ampliem um sistema cada vez maior de teoremas estabelecidos”. O
mesmo autor ainda afirma que o crescimento cognitivo ocorre por meio da “percepcdo” e “acdo”
sobre objetos, utilizando manipulacao simbolica baseada em defini¢des e teoremas provados.

Dreyfus (1991) afirma que o P.M.A. ocorre por meio de processos mentais’ de objetos
matematicos, € o P.M.A. difere do pensamento elementar por proporcionar reflexdes sobre a propria
experiéncia matematica ao lidar com problemas nao triviais, variedade de processos mentais que se
interagem, e complexidade em processos mentais.

Uma particularidade desse pensamento, para Dreyfus (1991), ¢ a complexidade e como sao
desenvolvidos os processos mentais. Os processos de abstracdo e representagdo permitem passar de
um tipo de detalhe para outro, e, deste modo, gerenciar a complexidade.

Dreyfus (1991) afirma que estudar o P.M.A. é uma maneira de conseguir conhecimentos
tedricos a respeito do que acontece na mente do estudante no processo de aprendizagem devido as
representacdes mentais que sao desenvolvidas.

Ao falarmos ou pensarmos a respeito de um objeto matematico, temos uma representagao
mental deste, que segundo Dreyfus (1991), refere-se a esquemas internos ou de quadro de
referéncias que a pessoa utiliza para interagir com o mundo externo. Nesse sentido, o P.M.A.

consistiria em uma variedade de processos mentais interagindo.

? Processos mentais
3 ~ .
Representagdes mentais
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Virios processos mentais podem ser elaborados pelos estudantes segundo Dreyfus (1991).
Como exemplo, citamos: representagdo, visualizacdo, generalizagdo, classifica¢do, conjecturar,
induzir, analisar, sintetizar, abstrair ou formalizar.

Segundo Dreyfus (1991, p. 32) podemos ter representagdes mentais ricas ou pobres,
depende da flexibilidade entre as representacdes mentais que sujeito possui na resolucdo de
problemas. Se o aluno possui elementos insuficientes para articular as representagdes, “[...] a menor
mudanga na estrutura de um problema, ou até mesmo em sua formulagdo, pode bloquea-los
completamente.”

Dreyfus (1991) afirma que varias representacdes mentais de um conceito podem integrar-
se em uma unica representagdo desse conceito ou complementar outro, assinalando um processo de
abstracdo, que, por promover uma reflexdo consciente sobre conceitos a partir de situagdes
matematicas, ¢ importante para o desenvolvimento do P.M.A.. Além disso, ter varias representagoes
de um conceito auxilia a resolu¢ao de problemas.

Para ocorrer o processo de abstragdo, dois outros processos sdo necessarios, o de
generalizar e o de sintetizar. De acordo com Dreyfus (1991), generalizar ¢ derivar ou induzir a partir
de indicagdes, a fim de identificar pontos em comum e, deste modo, expandir dominios de validade.
Ja sintetizar implica em combinar ou compor partes de tal forma a constituir um todo.

Assim, temos que a abstra¢do contém

[...] o potencial para generalizacdo e sintetizag@o; e vice-versa, torna-se sua finalidade,
principalmente a partir desse potencial de generalizacdo e de sintese. A natureza do
processo mental de abstragdo ¢, contudo, muito diferente da generalizag¢do e do de sintese.
Abstrair ¢ antes de tudo um processo de construcdo - a construcio de estruturas mentais a
partir de estruturas matematicas, ou seja, de propriedades e relagdes entre objetos
matematicos. Este processo ¢ dependente do isolamento de propriedades adequadas e
estabelecimento de relagdes. Requer a capacidade de deslocar a atengdo dos objetos em si a
estrutura das suas propriedades e relacdes. (DREYFUS, 1991, p. 37)

Com o intuito de sintetizar os processos mentais envolvidos na representacdo e na abstragao,
elaboramos, a partir das observagdes de Dreyfus (1991), o quadro dois com as respectivas

caracterizagoes, o qual usaremos em nossas analises.
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Quadro 2— caracterizacio de processos mentais envolvidos no P. M. A.

PROCESSOS MENTAIS ENVOLVIDOS NA REPRESENTACAO

Visualizar Converter algo em representagdo mental.

Reconhecer Relacionar algo que temos em mente com o que visualizamos.
Intuir Perceber relagdes existentes em diferentes representagdes.
Investigar Averiguar o desenvolvimento de um processo.

Traduzir Transitar de uma representacdo de um objeto para outra.
Descobrir Conhecer algo por meio de conexdes de representagdes mentais.
Conjecturar Deduzir a partir da verificagdo, tradugao, descoberta.
Classificar Ordenar e agrupar processos mentais concorrentes.

Analisar Avaliar, criticar, refletir sobre um processo mental.

Induzir Concluir a partir de indicios, verifica¢Ges.

Reconhecer simbolos

Traduzir signos para representagdes mentais.

Manipular simbolos

Associar e traduzir diferentes representagdes.

Definir Expor claramente o significado de uma representacéo.

Flexibilizar Relacionar diferentes representacdes mentais.

Compreender Entender a interacdo de uma variedade de processos mentais simultineos.

Modelar Encontrar uma representacdo matematica para um objeto ndo-matematico.
PROCESSOS MENTAIS ENVOLVIDOS NA ABSTRACAO

Sintetizar Combinar ou compor partes a fim de constituir algo.

Formalizar Criar procedimentos padronizados.

Generalizar Derivar ou induzir a partir de indicios, para indicar pontos em comum e

ampliar dominios de validade.
Provar Argumentar por meio de uma sequéncia légica dedutiva.

Fonte: Adaptacao do Dreyfus (1991)

Aspectos metodologicos

Como o objetivo da investigacao relatada neste artigo era analisar tarefas sobre demonstragdes
matematicas a fim de identificar dificuldades apresentadas, optamos, na escolha dos participantes,
por graduandos de um curso de Licenciatura em Matematica em uma universidade norte
paranaense, matriculados na disciplina de Estruturas Algébricas, na qual sdo trabalhadas as
diferentes formas de demonstragoes.

Para cada sujeito integrante da pesquisa, atribuimos uma identificacdo de A; até Ajs,
utilizados para indicar o participante em ambas as aplicagdes de tarefas.

A primeira proposta de tarefas foi aplicada a treze participantes. Em uma analise inicial dos
registros escritos dos estudantes, notamos que apenas duas formas de demonstragdes foram
contempladas, sendo a direta e por redugdo ao absurdo. Assim, optamos por uma segunda proposta
de tarefas, ocorrida trés meses depois da primeira, com questdoes focando afirmacdes envolvendo
conjuntos e funcdes. Essa proposta contou com dez estudantes e possibilitou a utiliza¢do das formas
de demonstragdes: direta, contrapositiva e por contraexemplo. Além disso, continha uma questio
aberta que permitia mais de uma forma de demonstracao. Somente sete dos dez estudantes haviam
participado da primeira aplicagao.

As tarefas foram desenvolvidas individualmente nas duas aplicacdes das propostas e, na

segunda aplica¢do, indicamos verbalmente e por escrito, que os estudantes justificassem suas
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escolhas, principalmente se ndo fizessem a demonstracdo. Duvidas referentes a interpretacdo da

proposta nao foram esclarecidas.

Analises

Analisamos os registros escritos por questdo para evidenciarmos que dificuldades foram
apresentadas. Em cada questdo, agrupamos as resolucdes similares e analisamos esses
agrupamentos, nao nos atendo somente aos registros escritos dos sete estudantes que participaram
de ambas as aplicagdes. Escolhemos esta forma para contemplar uma diversidade de registros que
enriqueceriam a analise de dificuldades.

Entendemos como dificuldade em demonstrar uma proposi¢ao matematica se o estudante:
ndo utilizou uma sequéncia de argumentos validos, cujo ultimo argumento seja a conclusdo da tese
a ser provada; se utilizou uma sequéncia de argumentos que ndo atende alguma forma de
demonstragdo: direta, indireta, redugdo ao absurdo, ou ainda por contraexemplo.

Utilizamos o quadro a seguir para agrupar os tipos de respostas obtidas pelos sujeitos

participantes da pesquisa nas resolucdes das tarefas.

Quadro 3 — Tipos de respostas
Coerente C Consideramos a demonstragdo correta, ou seja, apresenta uma sequéncia
logica dedutiva valida.

G Neste caso a demonstragdo pode conter erros de conteido que ndo
comprometa a forma de demonstragao.

C; Neste caso demonstragdo ndo apresenta erros de conteudo, porém estad
incompleta ou a forma de demonstracdo esta inadequada.

Incoerente Ha tentativa de resolucdo, porém estd incorreta.
Em branco Naio apresenta registro algum na questéo.
Justificada Niao ha tentativa de resolugdo na questdo, mas ha justificativa de ndo

responder a questao.

Fonte: Autoria prépria

Apds analisarmos e agruparmos os tipos de resolugdes surgiu a necessidade de categorizar

as dificuldades detectadas, deste modo utilizamos o quadro a seguir para finalizar as analises.
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Quadro 4 — categorizacao de dificuldades

Dificuldade
Desenvolvimento Argumentagdo | Invalida Nao utiliza uma sequéncia logica
da forma de dedutiva, ¢ utilizado um argumento falso
demonstracdo que compromete a demonstragao.
Incompleta utiliza uma sequéncia logica dedutiva,
mas, ndo conclui a demonstragao.
Estrutura da Distingao entre | inicia a demonstra¢do afirmando a tese e
demonstracdo | hipdtese e tese | conclui a hipotese.
Distingéo entre | afirma que uma proposi¢do que necessita
definigdo e ser demonstrada ¢é verdadeira por
demonstracdo | definigéo.
Forma de Utiliza a representagdo simbolica utilizada ndo se
demonstracdo | exemplos adéqua a  nenhuma  forma  de
demonstragdo e sim a exemplos
particulares sobre a proposigao.
Forma inicia-se o processo de prova, porém a
inadequada conclusdo ndo ¢ valida por nao utilizar a
forma correta, quanto a estrutura direta,
contrapositiva, reducdo ao absurdo, ou,
contra exemplo.
Conhecimento do Conectivos inverte a utilizacdo de conectivos, por

contetdo exemplo, e por ou .
Condicional e bicondicional ndo distingue condigdo necessaria e
condicdo suficiente.
Unido, Intersecao, ndo argumenta de acordo com as
complementar premissas ou definigdo.
Escrita Linguagem Clareza a representagdo simbolica utilizada na
materna escrita ¢ confusa.
Coeréncia existe contradi¢@o na escrita.

Linguagem matematica

ndo escreve adequadamente na linguagem
matematica, por exemplo, utiliza
simbolos  inadequados, ou, atribui
significado divergente.

onte: Autoria propria

Neste artigo, apresentaremos como exemplo as analises da questdo um, item b, e da questao

quatro, ambas da segunda proposta de tarefas, baseamo-nos principalmente em Balachef (1987) e
em Dreyfus (1991) que afirma que o P.M.A. requer gerenciar a complexidade em uma situagao
matematica a se resolver. Essas questdes escolhidas requerem uma argumentacdo densa em
comparacdo com as demais, além de que os agrupamentos analisados permitem relacionar essas

questoes.

Questao um, item b

1) Seja f: XY uma aplicagdo e 4 =X ¢ 8 = X. Considerando que as demonstragdes

matematicas podem ser realizadas valendo-se das formas direta, contrapositiva ou redugdo ao
absurdo, demonstre, se for possivel, as seguintes proposi¢des:
a) f(ANB) =1(A) N f(B)

b)  f(4UB) = f(4) U f(B)
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Analisando os tipos de resolucdo e a coeréncia das respostas obtidas nesta questdo, obtivemos o
quadro cinco.

Quadro 5 — agrupamentos da questio um b)da P,

Agrupamentos
R I P P 0 - - - P S

Coerente C X X X X X

C,

C; X X X X X
Incoerente
Em branco
Justificada

Fonte: Autoria prépria

Pelo quadro cinco, tivemos as demonstragdes dos estudantes agrupadas em C; ou em Cs. Em
C,, todos os estudantes provaram as duas inclusdes pela forma direta, argumentaram por meio de
uma sequéncia logica dedutiva e provaram a proposicao. Para Balacheff (1987), tivemos casos de
experimento de pensamento, ou seja, ocorreram provas conceituais. Vejamos o registro escrito a
seguir;

Figura 1 — Registro escrito de A;
‘%-‘21'11 '? € % (AUGLJ-&?GM = €AVS d,e Fasro 'Jc,,lr )-Ug?p
HCAp % 68 . Do CA, Jona ?4757’(:4141 MT{JJ 3}6/1’51_ Sanhs
fl:m..f% € %54‘.&. ~;€f~si B “fﬁ‘,. L},éwﬁ,‘U{ts)L@ Lo 7,u]luuuc7(wu7&5,.
Ue rpds o,nolqg, m?e (%Mll}%wl}im G &76,((41 A L
&L@M/"ﬂ%e?{“' souike x, €A Fq *fy Lo sdo Lads 2o iy EL18)
Drante x:ﬁédq 1.{,. 'Im&?mz %, 6 AU B, x,eﬁua,_a,g?,, Y € ;{(40”{

pedede (LA Lgle Alaus)
ﬂgo(m.g. w»&w?«: )(Muaiz ,um u,{w

Fonte: registro escrito de A;: questao 1b) da P,

Os processos mentais que apareceram em Cj, segundo Dreyfus (1991) e pelo quadro dois
foram: visualizar, reconhecer, traduzir, classificar, analisar, reconhecer simbolos, manipular
simbolos, definir, flexibilizar, compreender, sintetizar, formalizar e provar.

Em relagao a C;, temos os casos de Ay e A; que demonstraram de modo incompleto, de forma
algoritmica, sem refletir na argumentacao e nos conceitos utilizados, ou seja, ndo provaram as duas

inclusdes. Observemos a seguir o protocolo de A4
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Figura 2 — Registro escrito de A4

») Sya X € flwe), Alpace gut 7:5{(‘) Ou M},f‘,,}' @9 x ) v fis)
‘/5)3{/'“ xe JB)UFG) | an e ,“3/(.) e xé{tg) f:?o xe f(PUB).

& () ed42) oncluuwawy gue J(av3):fin)uft).

Fonte: registro escrito de A,;: questiao 1b) da P,

Esse tipo de prova Balacheff (1987) classifica como experimento crucial, pois realizaram
apenas algumas verificagdes para afirmar a validade da proposi¢do. Mariotti ¢ Balacheff (2008)
asseguram que para demonstrar uma proposicdo ¢ necessario ter uma nog¢do sobre o objeto
matematico, estabelecer relagdes com axiomas ou afirmagdes anteriormente provadas e, caso seja
um objeto desconhecido, promover a investigacdo sobre o mesmo. Nos registros escritos desse
agrupamento notamos que os estudantes possuem nogdes sobre o conteudo e conhecem as sentencgas
a serem demonstradas, contudo ndo estabelecem conexdes com as definigdes ¢ axiomas sobre o
conteudo.

Observamos que nessa questdo tivemos duas proposi¢des similares, uma falsa e outra
verdadeira. Ao elaborar essa questdo tinhamos a intencdo de investigar, além das dificuldades nas
formas de demonstragdes € no conteido, o processo mental de abstragdo dos sujeitos da pesquisa,
pois, se demonstrassem de forma algoritmica, ndo reconheceriam que a proposi¢do do item a)
necessitava de um contraexemplo.

Observemos no item a seguir um caso de empirismo ingénuo, que segundo Balacheff (1997) pode

ser um exemplo de mostragao:

Figura 3 — Registro escrito de A4

%""'Yﬂlﬁfﬁ? Sp(jovm ﬂ;;[f/z,i_‘;,‘}iz 3“}2,3,4,5,4?.
éw&oﬁ:l e ‘F(AU‘,’))=/F(A)U-((G') ’

Tsnnon, ’E(ﬂog) = ; ‘1213;4;526}

Fonte: registro escrito de A4: questio um b) da P,

Para Dreyfus (1991), estes estudantes ndo construiram o conceito matematico envolvido na
demonstragdo, e, portanto, ndo desenvolveram os processos mentais de conjecturar ideias,
sistematizar, sintetizar ¢ abstrair os conceitos matematicos.

Notamos que no registro a seguir o sujeito nao relacionou a notagao com a aplicagao de conjuntos,
de modo que, identificamos dificuldades com simbolos matematicos € no uso de equivaléncias

logicas no registro:
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Figura 4— Registro escrito de A

Sgio- 5-6 (AUB) &= [(Ke A v b cd l%r?:{-l) v [a—e Bl&

e fla) u F(B)

Fonte: registro escrito de Ay: questio um b) da P,

O quadro seis sintetiza as dificuldades detectadas nas demonstragdes dessa proposigao.

Quadro 6 — dificuldades encontradas na questio um b) da P,

—_ I\ < ~ 0 = & = w ©
Dificuldade D o O o o B R I R R A5
Invalida X X X
Argumentagdo
Incompleta X | X
Distingao entre
hipétese e tese
; Estrutura da —
Dezen;/olwrr(llento demonstracio Distingao entre
d a forma de definicdo e
SEEDIE G0 demonstrac¢ao
Utiliza X X X
Forma de exemplos
demonstracao Forma
inadequada
Conectivos
Conhecimento do . ; ..
contetido Condicional e bicondicional X
Unido, interse¢do, complementar X X X
Linguagem Clareza
Escrita materna Coeréncia
Linguagem matematica X

Fonte: Autoria propria

Questio quatro

A, B X, f(ANB) = f(A) N f(B).

4) Seja f: X Y uma aplicagdo. Demonstre que: f é injetiva se, € somente se, quaisquer que sejam

Analisando os tipos de resolugdes obtidas e a coeréncia da questdo quatro, obtivemos o quadro sete.

Quadro 7 — agrupamentos da questiao quatroda P ,

Agrupamentos ||| || | 4| <] 4| <
G
Coerente G,
C; | X X X X
Incoerente X X X X
Em branco
Justificada X X

Fonte: Autoria propria
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Em C;s, todos os graduandos apresentaram uma demonstragdo incompleta, provando apenas
uma das condicionais da proposi¢ao. Foi possivel perceber que na andlise da sentenga, os sujeitos
ndo diferenciaram hipdtese e tese. De modo que, ndo consideraram que uma bicondicional ¢
formada por duas condicionais.

De acordo com Dreyfus (1991), existe uma dificuldade em gerenciar a complexidade no
desenvolvimento de uma prova, assim sendo ndo atingiram a finalidade de provar a sentenca. Para
Balacheft (1987), esse seria um exemplo de exemplo genérico, devido a complexidade da questdo.
Notamos que o registro escrito de A; apresentou dificuldade notacional; o estudante identifica os
elementos pertencentes ao dominio ¢ a imagem da mesma forma, comprometendo a coeréncia da
argumentacdo.

J& no registro escrito de A; temos um argumento invalido acerca da defini¢do de
interse¢do, comprometendo a demonstracdo. Essa questdo da segunda proposta de tarefas foi
selecionada com a inten¢cdo de analisarmos como os estudantes gerenciariam a complexidade de
uma proposi¢do. Havia a necessidade de provar duas condicionais, sendo que em uma dessas
condicionais existiam duas inclusdes de conjuntos a serem demonstradas. Nenhum dos participantes
demonstrou todas as partes da proposicdo; obtivemos apenas provas parciais, evidenciando
dificuldade em lidar com um problema complexo a resolver.

Notemos o registro escrito a seguir que apresentou a demonstragdo para uma das

condicionais da proposi¢ao.

Figura 5— Registro escrito de A;;

(=7} %?c,(unél,w?ﬂw wxtle w € ANELL o g Laos
X €A x €6 2 S G .;;6,((/“-» ;f;(”’ -- [-,,, (/f/”fi/rd)¢

fodhonte Alana c/(am%m Co st Bads, .azton y e",gwa/m
M?’”V(/““lk?(%(ngA%*'€J17'(8J J,/)j
m%#&__‘)W%«giqifgafaXAr,fﬁﬂg.MW’
CAMNE 2 potanrs A1 L16) & f 1405y, Cosien, Avrer= L gy,
(ff:-] J%%k [ e, €0 Aok 7,)&.: x, X?!‘ 7'1(7 -ﬂw
{Mw% Mm,f&o& M‘Tvifraafp&:rdAﬂap%

2L RIA06Y, im _alasngs, P YRy e Jigne): ANAdg). L
% -ij)xna.

Fonte: registro escrito de A;;: questiao quatro da P,

Os demais integrantes da investigacdo apresentaram respostas incoerentes, ou seja, nao
argumentaram adequadamente ou apenas justificaram a proposi¢do. No quadro oito temos uma

sintese das dificuldades evidenciadas nessa questao.
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Quadro 8 — dificuldades encontradas na questio quatro da P,

(= o < vy o
Dificuldade <l | ]| L L] << <] <
Desenvolvimento da | Argumentagdo Invalida
forma : de Incompleta X X X X
demonstracéo Estrutura da Distingdo entre | X X X X
demonstrag@o hipotese e tese
Disting@o entre
definicdo e
demonstrago
Forma de Utiliza
demonstrag@o exemplos
Forma X X
inadequada
Conhecimento do Conectivos
contetdo Condicional e bicondicional X X X X
Unido, interse¢do, complementar X
Escrita Linguagem Clareza
materna —
Coeréncia
Linguagem matematica

Fonte: Autoria propria

Consideracoes finais

Tinhamos como objetivo detectar dificuldades encontradas por graduandos em tarefas envolvendo
demonstragdes matematicas. Para atingir esse objetivo, categorizamos e sintetizamos os dados
obtidos nos registros escritos dos graduandos e detectamos dificuldades relacionadas: a forma de
demonstragdo, ao contelido e a escrita na linguagem matemadtica ou materna, explicitadas nas
analises, o que fica evidente a partir do quadro quatro.

Quanto a frequéncia dessas dificuldades, a argumentacdo foi o item mais frequente,
aparecendo em vinte e quatro registros escritos, seguido do item bicondicional e condicional e do
item unido, intersecdo e complementar, que apareceram catorze vezes cada. Ao todo tivemos
duzentos e dezenove registros escritos considerando treze participantes da P1, que continha treze
questdes e dez participantes da P2 com cinco questdes. Cabe ressaltar que na P1, onze das treze
questdes ndo contemplavam demonstragdes, apenas abordavam uma parte inicial do conteudo
tratado, qual seja, conjuntos e funcdes. Assim, ficamos com setenta e seis registros escritos
contemplando demonstragdes. Os itens que apresentaram menos dificuldades foram clareza e
coeréncia na linguagem materna.

Detectamos resolucdes de questdes que ndo apresentavam tais dificuldades, nestes casos,

analisamos o desenvolvimento da demonstragdo e focamos no P.M.A. envolvido em cada
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proposicdo. Os processos de representagdo apareceram com mais frequéncia do que os processos de
abstracado.

Explicitando dificuldades em demonstragdes matematicas que podem ser comuns a
inameros outros graduandos de cursos de Matematica, a investigacdo relatada neste artigo espera
contribuir com a comunidade académica, com o intuito de instigar a reflexdo sobre o processo de

ensino e aprendizagem acerca das demonstragdes.
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