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Resumo

O Tangram ¢ um milenar jogo chinés que pode ser utilizado como ferramenta pedagdgica para
abordagem de diversos temas no Ensino de Matematica como, por exemplo, fragdes, perimetros,
areas, simetrias e rotagcdes. Neste contexto, um problema que ganha especial destaque ¢ o da
constru¢do de quadrados utilizando as pecas do Tangram, sem que haja sobreposi¢ao destas. Neste
trabalho, serdo exibidas as solugdes possiveis, a menos de simetrias e rotagcdes, quando se utilizam
exatamente 1, 2, 3, 4, 5 e 7 de suas pecas e sera dada especial atencdo para a discussdo sobre o
porqué ser impossivel a constru¢do de um quadrado com exatamente 6 pecas do Tangram.

Palavras-chave: Areas. Algebra. Jogos matematicos. Radicais. Geometria.

Tangram: Why is it not possible to build a square using exactly 6 of its
pieces?

Abstract

Tangram is an ancient Chinese game that can be used as a pedagogical tool to approach various
issues in the Teaching of Mathematics, for example, fractions, perimeters, areas, symmetries and
rotations. In this context, one problem that earns special mention is the construction of squares from
pieces of a Tangram, without overlapping them. In this work, the possible solutions, unless
symmetries and rotations, will be displayed when using exactly 1, 2, 3, 4, 5 and 7 pieces and, in
particular, will be discussed why the impossibility of building square with exactly 6 of its pieces.

Keywords: Area. Algebra. Mathematical Games. Radicals. Geometry.
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Introducao
O Tangram ¢ um milenar jogo chinés, cujo surgimento ¢ desconhecido apesar de existirem diversas
lendas para tal. Talvez, uma das mais comuns explicacoes para a sua origem seja a lenda do
guerreiro que se apaixonou pela filha do Imperador e que, ao pedir a permissdo para o namoro,
recebeu o desafio de percorrer as fronteiras chinesas em sua totalidade e, ao regressar, representar
tudo que havia visto ao Imperador utilizando somente as 7 pecas de um espelho quadrado que havia
se quebrado, o Tangram. Dessa forma, o Tangram ¢ formado por 7 figuras geométricas planas — 5
triangulos, 1 paralelogramo e 1 quadrado — obtidos pela decomposi¢do especifica de um quadrado.
Na verdade, como veremos na secdo "Discussdo do problema," na qual serd apresentada em
detalhes a construgdo do Tangram, os 5 tridngulos em questdo sdo semelhantes, havendo 2 pares de
triangulos congruentes. Por este motivo, os 3 tridngulos ndo congruentes sdo comumente chamados
de tridngulo grande, tridngulo médio e triangulo pequeno. O objetivo original do jogo ¢
simplesmente a construcao de figuras utilizando todas as 7 pecas do Tangram, sem que haja
sobreposi¢ao delas, mas o grande apelo geométrico do jogo nos permite tornd-lo uma interessante
ferramenta para o ensino de matematica.

Uma busca em bibliografias voltadas para o Ensino da Matematica (SANTOS; IMENES,
1987, MOURA, 1994; KALEFF, 1994, 2003; NOVAES, 2003) ou at¢ mesmo na internet
(EDUCAR, 2014; RACHACUCA, 2014; NPMAT, 2014) nos permite encontrar diversas
curiosidades envolvendo Tangram, tais como desafios de construcdes a serem feitas utilizando
todas as suas pecas, conforme a regra original, ou utilizando apenas algumas das pecas, numa
variacdo da regra original, e at¢é mesmo sugestoes de atividades para explorar esta ferramenta em
sala de aula. Em algumas destas referéncias, ¢ possivel encontrar a sugestdo de construgdo de
quadrados utilizando as pecas do Tangram. Mais especificamente, sdo sugeridas construgdes de
quadrados que utilizem 2, 3, 4, 5 ou 7 pecas, sem que a possibilidade de constru¢do com exatamente
6 pecas seja abordada de forma tao frequente. Neste sentido, torna-se natural a pergunta:
“E possivel construir um quadrado utilizando exatamente 6 pegas de um Tangram?”

O objetivo deste artigo ¢ discutir a questdo apresentada acima, evidenciando que tal

constru¢ao nado ¢ possivel.

Fundamentacio tedrica

A utilizagdo de materiais concretos € jogos em sala de aula ¢ uma interessante opg¢ao para motivar
questdes e facilitar a compreensdo de diversos contetidos pelos alunos. Os Parametros Curriculares
Nacionais sao claros quanto a sua utilizacdo e ao papel que cabe ao professor, de “[...Janalisar e

avaliar a potencialidade educativa dos diferentes jogos (BRASIL, 1997, p. 49)”.
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Neste cendrio, o professor sempre deve estar atento quanto a necessidade de complementar
as discussdes propostas em cima destes materiais com a formalizagdo matematica, o que consiste
em nao apenas apresentar as devidas definicdes, como também em demonstrar formalmente as

conjecturas geradas. Segundo Moura,

[...] os jogos sdo recursos importantes a serem utilizado pelo professor, desde que eles
tenham clareza do seu papel e de que os jogos por si s6 ndo vdo garantir a aprendizagem de
certos saberes que precisam ser sistematizados e correlacionados a proposta e aos objetivos
pedagogicos que se esperam atingir. (MOURA, 2003, p. 79-80)

Os jogos atraem a atencao e facilitam a concentracdo do aluno. Um aluno empenhado na
resolucdo de um desafio produz muito mais que um aluno apatico e desmotivado. O Tangram
também pode ser utilizado para introduzir determinados conceitos como o de fracdes, perimetros,
areas, simetria, rotagdes, equivaléncia de figuras planas entre outros (NOVAES, 2003). No caso
especifico das areas, ¢ interessante notar que o professor pode, junto a seus alunos, determinar a
area de todas as pegas do Tangram utilizando apenas os axiomas de area. De fato, consideremos os

axiomas abaixo descritos:

e Axioma Al: A toda regido S do plano corresponde a um numero maior que zero. A este
nimero chamamos area da regido e denota-se A(S).

e Axioma A2: Se uma regido pode-se obter pela unido de duas outras regides, S = S1US2
entdo A(S) = A(S1) + A(S2). Este axioma pode ser generalizado para n regioes.

e Axioma A3: Tridngulos congruentes tém 4areas iguais.

e Axioma A4: Se a regido S ¢ um retangulo de lados x e y entdo A(S) =x.y

Fixando, por exemplo, a area do tridngulo pequeno como 1 u.a. (onde Al ¢ utilizado para
tal) € facil ver que as areas das demais figuras do Tangram podem ser obtidas utilizando-se, apenas,
os axiomas A2 e A3, ja que as areas do tridngulo médio, paralelogramo e quadrado podem ser
obtidas, pela aplicacao do axioma A2, decompondo tais figuras em dois triangulos pequenos, bem
como a area dos tridngulos grandes equivalem a area de quatro tridngulos pequenos.

Deste modo o Tangram pode, de forma ludica, ser utilizado para apresentar conceitos
abstratos de forma concreta. Como outro exemplo, um dos varios desafios do Tangram ¢é entregar
aos alunos as sete pegas e solicitar que eles formem um quadrado com elas. Ora, algumas vezes
nenhum aluno consegue executar esta tarefa de imediato. Neste caso, o professor pode intervir,
criando desafios mais faceis que indiquem o caminho aos alunos. Com o auxilio do professor, que
deve ir aumentando a dificuldade dos desafios intermedidrios, os alunos devem conseguir concluir a
tarefa proposta inicialmente, pois a interven¢do do professor criard uma “zona de desenvolvimento

proximal” como sugere Vygotsky (1998, p. 112):

19



[...] ZDP ¢ a distancia entre o nivel de desenvolvimento real, que se costuma determinar
através da solugdo independente de problemas, e o nivel de desenvolvimento potencial,
determinado através da solucdo de problemas sob a orientacdo de um adulto ou em
colaborag@o com companheiros mais capazes.

Além de ter a utilizagdo educacional justificada acima, o Tangram pode ajudar a
desenvolver algumas das inteligéncias multiplas defendidas por Gardner. Por exemplo, a
inteligéncia Viso Espacial, assim descrita,

[...] expressa a habilidade para pensar de maneira tridimensional (comprimento, largura e
altura), além de perceber, criar ¢ modificar imagens. Expressa a capacidade em produzir e
entender informacdes graficas, bem como a capacidade de perceber o mundo visual com
precisio. E muito desenvolvida nas pessoas que tém grande facilidade de localizagio
espacial e geografica. (GARDNER', 1994 apud ABRANTES, 2002)

Ao juntar pecas, para tentar formar figuras, o aluno pode perceber que utilizando os dois
triangulos pequenos pode formar um quadrado, um paralelogramo ou um tridngulo médio que, em
cada caso, estard identificando um par de lados congruentes dos triangulos pequenos na montagem
da figura. Caso use lados ndo congruentes ele verd figuras de formas variadas, incluindo
pentagonos, hexdgonos, decagonos, entre outros. Obviamente, a inteligéncia Ldogico Matematica,

assim descrita,

[...] expressa a capacidade de calcular, quantificar, considerar proposi¢des e hipoteses e
realizar operagdes matematicas, desde as mais simples, até¢ as mais complexas. Expressa a
sensibilidade e capacidade de discernir padroes 16gicos ou numéricos, capacidade de lidar
com longas cadeias de raciocinio e facilidade para o calculo e para a percepcdao da
geometria espacial. Diversos estudos mostram que, as pessoas que possuem esta
inteligéncia muito desenvolvida, t€ém algumas caracteristicas especificas. Normalmente sdo
pontuais e ndo admitem atrasos, de qualquer espécie. (GARDNER,1994 apud ABRANTES,
2002)

Este tipo de inteligéncia também ¢ contemplado na utilizacdo com as atividades com
Tangram. Como o aluno possivelmente fard alguns desenhos, a inteligéncia Pictorica também sera
desenvolvida. Caso o professor pretenda desenvolver a escrita para comparar linguagem Pictorica
com lingua materna, o Tangram estaria sendo usado para desenvolver a linguagem Verbo-
linguistica. Ha ainda a possibilidade de se fazer um trabalho em grupos e assim desenvolver-se-ia a

inteligéncia social.

Posto todas as argumentacdes tedricas acima, passamos ao trabalho com o Tangram.

Discussdo do problema

Inicialmente, visando aqueles menos familiarizados com o Tangram, apresentamos sua construgao

em detalhes:

! GARDNER, H. Estruturas da mente: A teoria das inteligéncias multiplas. Porto Alegre: ARTMED, 1994.
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Figura 1 — Construgdo do Tangram

% Construa um quadrado ABCD.

*» Trace a diagonal AC.

s Trace o segmento JN, paralelo a D N C
diagonal AC, onde J e N sdo os pontos
médios dos segmentos AD e DC, M
respectivamente.

% Trace o segmento BM, onde M ¢é ponto
médio de JN. J

s Trace o segmento perpendicular a AC
cuja uma extremidade ¢ N e a outra esta
sobre AC. A B

* Trace o segmento paralelo a AD com
uma extremidade em M e outra sobre a
diagonal AC.

O Tangram apresentado acima € o mais conhecido e comumente utilizado e, neste trabalho,
iremos nos ater apenas a discussdes envolvendo apenas este quebra-cabeca. Apesar disso, vale
ressaltar que existem outros tipos de quebra-cabecas geométricos neste estilo, com quantidade e
tipos de pecas distintas (KALEFF, 2003; 2004), entre eles, o Tangram Quadrado de Quinze Pecas
Poligonais, o Tangram Quadrado de Quinze Pecas com Formas Circulares, o Tangram de Lloyd, o
Tangram Coracao Partido, o Tangram Ovo M4agico, o Tangram Triangular ¢ ainda o Tangram
Pitagorico utilizado em uma das possiveis demonstragdes do Teorema de Pitagoras.

A partir deste momento, dado um Tangram obtido como na Figura 1, utilizaremos, por
simplicidade, como unidade de comprimento (1 u.c.) a metade da hipotenusa do tridngulo pequeno.

Neste caso, as sete pegas do Tangram tem seus lados e suas areas mensurados da seguinte forma:

Tabela 1 - Medidas de lados e areas das pecas do Tangram que sdo obtidas a partir de medida de

comprimento fixada.

Pecas Figura / Lados Area

Tridngulos Pequenos A=1

Triangulo Médio A=2
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E evidente que ndo se perde generalidade fixando a metade da hipotenusa do tridngulo
pequeno como unidade de comprimento, como feito anteriormente, visto que qualquer outra escolha
apenas tornaria o comprimento de cada lado das pecas do Tangram um multiplo do caso adotado
anteriormente, ou seja, as pecas semelhantes as obtidas pela escolha inicial. Além disso, como
podemos observar através da Tabela 1, a partir da unidade de medida adotada obtém-se que todas as
medidas de comprimento dos lados das pecas do Tangram podem ser escritas na forma a + bv/2,
em que a e b sdo numeros inteiros. Evidentemente, a soma de quaisquer elementos desta forma

ainda resultard em um elemento desta forma, visto que dados a, b, c e d inteiros, temos:
(a+bV2)+ (c+dV2) = (a+c) + (b+d)V2.

Isto nos garante que qualquer quadrado formado por pecas do Tangram terda a medida de

seu lado escrita na forma a + bv/2, com a e b inteiros. De fato, qualquer quadrado formado a partir
do Tangram tera seu lado medindo o mesmo valor de algum dos lados das pecas ou uma soma ou

subtracdes de medidas de lados de pecas do Tangram.

22



Por outro lado, voltando a questdo apresentada inicialmente neste artigo, apresentamos na
Tabela 2 todas as solugdes, a menos de procedimentos relacionados as simetrias e rotagdes, para o
problema da construgdo de um quadrado utilizando exatamente 2, 3, 4, 5 ou 7 pegas de um

Tangram, sem que haja sobreposicao.

Tabela 2 — Solucdes para o problema da construgdo de um
quadrado utilizando exatamente 2, 3, 4, 5 ou 7 pegas de um Tangram.

Numero de Pecgas Figuras

z 4

Area=2u.a.

Area =8 u.a.

Area =8 u.a. Area= 8 u.a.

Area= 8 u.a.
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Area =16 u.a.

Ja para o problema da constru¢do de um quadrado utilizando exatamente 6 pecas do
Tangram, apresentamos abaixo as possiveis areas que seriam obtidas, caso tal construcdo fosse
possivel:

e Area medindo 15 u.a. — Obtida pela retirada de um tridngulo pequeno.
e Area medindo 14 u.a. — Obtida pela retirada de um quadrado ou um paralelogramo ou
triangulo médio.

e Area medindo 12 u.a. — Obtida pela retirada de um triangulo grande .

Sendo assim, lembrando que a medida do lado de um quadrado ¢ igual a raiz quadrada de

sua area, a constru¢do de quadrados utilizando exatamente seis pe¢as do Tangram, se possivel,
resultaria em quadrados cujos lados mediriam, respectivamente, V15 u.c., V14 u.c. ou v12 u.c..

Mas estes valores ndo podem ser escritos na forma a + bv2 com a e b nameros inteiros e, como
visto anteriormente, a partir da unidade de comprimento fixada, qualquer quadrado formado por
pecas do Tangram tem a medida de seu lado escrita nessa forma. Logo, supondo a constru¢do em
questdo possivel chegamos a um absurdo e, portanto, conclui-se ndo ser possivel construir um
quadrado utilizando exatamente 6 pecas de um Tangram, sem que haja sobreposicao.

Expandindo os resultados acima encontrados a proposta apresentada em Génova (1990, p.
28) de utilizagao de dois Tangrans para criar outras figuras, poderiamos questionar a possibilidade
da construg¢do de quadrados utilizando mais de 7 pecas. Neste caso, identificam-se, por exemplo,
quadrados com 8 pecas (obtidos utilizando-se um Tangram completo acrescido de uma das figuras
de area 2, isto ¢, um quadrado, triangulo médio ou paralelogramo) e ainda com 14 pecas, nos quais

os dois Tangrans completos sdo utilizados. No primeiro caso, o quadrado resultante tem area

medindo 18 u.a.e lado 3v2 u.c. e, no segundo caso, mede 32 u.a. e lado 4v2 u.c..
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Figura 2 — Quadrados formados utilizando 8 pegas (dois Tangrans)
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Figura 3 — Quadrado formado utilizando 14 pecas (dois Tangrans).

QOutra visdo do problema
E interessante notar que alternativamente a explicagdo apresentada, na Gltima secdo, para o fato de
ndo ser possivel construir um quadrado utilizando exatamente 6 pegas do Tangram, poderia ser

utilizado o conceito de Corpo (GONCALVES, 2007). De fato, ¢ amplamente conhecido que o
conjunto Q[vV2]={a+bv2:a,b€ V2} é um corpo. Como visto anteriormente, diante da
unidade de comprimento escolhida, se o lado de uma pega do Tangram mede x u. ¢ entdo x € Q[vV2

]. Mais ainda, como Q[v2 ] é um corpo, é fechado para somas e diferengas e, portanto, o

comprimento do lado de qualquer quadrado formado com pecas desse Tangram também serd um

elemento de Q[\/f ]. Por outro lado, como também ja mencionado na secdo anterior, se fosse

possivel construir um quadrado utilizando exatamente 6 pecas do Tangram ele deveria ter o lado

medindo V15u.c, V14 u.c. ou V12 u.c. Como V15, V14,V/12 ¢ Q[\/f], verificamos ser

impossivel a construg¢do desejada.

25



Consideracoes finais

O Tangram ¢ um material cada vez mais presente no Ensino da Matematica. Dentre as diversas
atividades possiveis para sua utilizagdo, temos a construcao de quadrados utilizando suas pecas.
Aqui, os autores destacam mais uma vez que, apesar de ser conhecido o fato de ser impossivel a
constru¢do de um quadrado utilizando exatamente 6 pegas, ndo ha uma ampla discussdo do porqué
tal constru¢do ndo ser possivel. A demonstracdo deste fato, exibida neste artigo, pode ser levada
para dentro de sala de aula, at¢ mesmo para alunos do Ensino Basico. Mais ainda, tal discussdo
pode ser utilizada como exemplo para mostrar aos alunos que, embora a utilizagdo do material
concreto seja 6timo para facilitar a compreensao de conceitos € até mesmo gerar conjecturas, sua
utilizacdo sempre deve vir acompanhada de embasamento tedrico. Basta que o professor permita
que os alunos observem que, mesmo ap6s muitas tentativas da constru¢do do quadrado utilizando
exatamente 6 pecas do Tangram, sempre seria possivel que continuassem se perguntando: "Sera
que ndo existe mesmo uma forma, ainda ndo pensada por nos, de fazer tal construgdao?" A
formalizagdo da demonstragdo vem responder a este questionamento, de forma negativa.

Por fim, destacamos o fato de que mesmo um "problema simples" como o da construcao de
quadrados a partir do Tangram pode ser utilizado para gerar um interessante exemplo em um curso
introdutério de Algebra, em particular, na discussdo de conjuntos fechados para a operagio de
soma, o que pode preceder a introducdo dos conceitos de Anéis e Corpos, por exemplo. Na verdade,
a utilizagdo de materiais concretos e jogos, de forma geral, ainda estd pouco presente no ensino
universitario brasileiro, apesar dos diversos artigos apontando para as contribui¢cdes do liudico no

processo de ensino e aprendizagem em Matematica.
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