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Resumo

Este artigo apresenta a relevancia na utilizagdo de situagdes-problema ambientadas no tema das Equa-
¢oes Diofantinas Lineares, cuja analise epistemologica se constitui em recurso didatico que possibilita
explorar, contrapor e entender a importancia e os limites da utilizagdo de diferentes estratégias de reso-
lugdo, valorizando aspectos fundamentais da Teoria Elementar dos Numeros e que permite melhor com-
preender o potencial desta area para enriquecer o universo do ensino de Matematica no ciclo basico.
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res. Analise Epistemologica.

Linear Diophantine Equations and the new High School

Abstract

This paper presents the relevance in considering problem-situation based on Linear Diophantine Equa-
tion, whose epistemological analysis constitutes a didactical resource that allows to explore, compare
and better understand the importance and limits utilization of different resolution strategies, thus high-
lighting fundamental aspects of Elementary Number Theory and make better comprehension on the
potential of this area to enrich the mathematical education universe on elementary school.

Keywords: Discrete Mathematics. Elementary Number Theory. Linear Diophantine Equation. Episte-
mological Analyses.
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As Equagées Diofantinas Lineares e o novo Ensino Médio

Introducao

A discussdo atual envolvendo o ENEM e o vestibular esta ressuscitando uma
antiga polémica: Qual o papel do Ensino Médio na formagio do estudante? E
possibilitar o desenvolvimento de competéncias? E o trabalho com projetos
individuais e coletivos com vistas ao desenvolvimento da cidadania? Ou estes
pressupostos sdo exclusiva competéncia do Ensino Fundamental? Seria o empe-
nho em cumprir o maior nimero possivel de temas curriculares para formar uma
base de informagdo adequada para o aluno conseguir lidar com os vislumbres das
novas prerrogativas do vestibular? E possivel informar e formar, almejando um
equilibrio nestas exigéncias? Surgira entdo um ‘Novo Ensino Médio’ ou ficara
tudo igual como era antes?

Certamente, o papel do Ensino Médio ndo é somente uma passagem para
progressdo em estudos posteriores. E possivel desenvolver competéncias e conhe-
cimentos de modo concomitante, colocando o aluno num papel ativo, através da
selecdo e inclusdo de topicos matematicos que propiciem a reutilizagdo de temas do
atual curriculo do ciclo basico. Acrescenta-se a isso a possibilidade da exploragao
da intradisciplinaridade, conforme sugere Machado (2009), esta entendida como a
articulacdo de conhecimentos dentro da propria Matematica, devidamente inseridas
em situacdes contextualizadas.

Um dos temas que propiciam tal abordagem ¢ a Equagdo Diofantina Linear,
pertencente a Teoria dos Niimeros, no ambito dos niimeros inteiros, numa aborda-
gem de reutilizag@o de topicos do curriculo do ciclo basico: conceito de paridade, o
algoritmo da divisdo, o conceito de fragdo, o conceito de multiplo e divisor de um
nimero inteiro e maximo divisor comum'.

Maranhao; Machado; Coelho (2005) ressaltam que este tema se articula
¢ se complementa com a Algebra. Deste modo, as equagdes diofantinas line-
ares permitem explorar a escrita da forma algébrica das condigdes dadas no
enunciado, a resolucdo de equacdes e sistemas de equagdes indeterminadas de
1° grau, além de sua associacdo a fung@o discreta de 1° grau. Isto possibilita
que se formulem questdes cuja solugdo completa requer manejo de conceitos
de forma integrada.

Estas ponderagdes estdo em conformidade com a Matriz de referencia para
o ENEM, Brasil (2009). Considerando-se a inten¢do governamental que este exame,
num futuro préximo, se constitua como uma tnica ¢ definitiva forma para o ingresso
em todas as Instituicdes de Ensino Superior, as orientagdes em tal documento ja estao

1 A oportunidade de explorar o tema das equacdes diofantinas lineares no ensino basico se insere na
preocupagdo que “(...) ndo tem sido dada muita considerac@o a contextos relativos a propriedades e
estruturas dos nimeros” (CAMPBELL; ZAZKIS, 2002, p.1).
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sendo consideradas, pelo menos inicialmente, como parametro para as discussoes
envolvendo o que devera ser o Novo Ensino Médio®.

Este documento considera, com relacdo aos eixos cognitivos que sdo co-
muns a todas as areas de conhecimento, numa interface com a Matematica, que
os alunos devem:

* “Dominar linguagens: (...) fazer uso das linguagens matematicas (...).

* Enfrentar situacdes-problema: selecionar, organizar, relacionar, interpretar
dados e informagoes representados de diferentes formas, para tomar decisdes
e enfrentar situagdes-problema.

 Construir argumentagao: relacionar informagdes, representadas em diferentes
formas, e conhecimentos disponiveis em situacdes concretas, para construir
argumentacdo consistente” (BRASIL, 2009, p.1)

Este documento oficial pormenoriza as competéncias da area de Matematica
e Tecnologias. Destaco neste documento o incentivo a elaboragdo de atividades
que permitam ao aluno reconhecer diferentes significados ¢ representacdes dos
nimeros (naturais, inteiros, racionais e reais) e operagdes, assim como modele e
resolva problemas, tanto no campo numérico, como através de articulagdo com a
representagao algébrica.

Machado (2009) pondera que no ensino basico o principal desafio ¢ priorizar
a articula¢do conhecimento e competéncia, considerando-se que os conteidos sao
meios para se permitir o desenvolvimento de competéncias.

Nesse sentido, Mello (2002) acrescenta que deve ser estimulada a utilizagdo
de estratégias diversificadas, que desenvolvam o raciocinio e as capacidades do
aluno, em situagdes de ensino que permitam ao aluno negociar os significados.
Ainda, Mello (2002) propde que, no Novo Ensino Médio, ocorra tanto a formagao
geral, em oposi¢ao e composicdo com a formacgéao especifica, o desenvolvimento
de capacidades de pesquisar, de buscar informagdes, de analisa-las e seleciona-las,
assim como a capacidade de aprender, de criar, de formular, ao invés de atividades
de rotina e memorizagdo.

2 No dia 30/07/09 foi aprovado o programa Ensino Médio Inovador pela Camara de Educag@o Basica
do Conselho Nacional de Educagao (CNE). A proposta de inovagao se pauta numa sinergia com o novo
modelo do Exame Nacional de Ensino Médio. A nova estrutura curricular serd em inicial experimental,
a principio, nas 100 escolas que obtiveram as piores notas no ENEM.
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Deste modo, as argumentacdes acima delineadas se inserem dentro de uma
problematica essencial na Matematica do ciclo basico, ao possibilitar a expressao
e argumentag¢do do aluno em diferentes linguagens dentro da propria Matematica
(natural, numérica, algébrica, grafica), ao permitir-lhe enfrentar situagdes-pro-
blema contextualizadas e tomar decisdes que extrapolem a capacidade do ambito
original, examinando e vislumbrando outros modos de encaminhamentos, abrindo
caminhos para explorar outros pontos de vista sobre o tema.

Uma Breve Analise Epistemolégica das Equacdes Diofantinas Lineares em Z.
Para compreensdo dos possiveis desenvolvimentos, possibilitar alguma contri-
bui¢do no Ensino Médio ¢ encaminhar as questdes propostas, expde-se a seguir
uma breve andlise epistemologica das equagdes diofantinas lineares para mapear
se, e em que medida, trilhas e escalas sdo passiveis de serem utilizadas de modo
a favorecer os aspectos formativo ¢ informativo no ensino.

Como introdugao, destaco a equacio diofantina definida como “uma equa-
¢do algébrica com uma ou mais incdgnitas e coeficientes inteiros, para a qual s@o
buscadas solugdes inteiras. Uma equacdo deste tipo pode nao ter solugdo, ou ter um
numero finito ou infinito de solugdes” (COURANT; ROBBINS, p.59, 2000).

Em particular, serdo considerados problemas envolvendo a busca de so-
lugdes inteiras da forma ax + by = ¢, com a, b, ¢ € Z, conhecida como equagdo
diofantina linear a duas incognitas.

Inicialmente, “as solugdes triviais sdo dadas quandoa=0eb=0.Sea=0
e b # 0, entdo existe solugdo se b divide c e, nesse caso a solugdo geral ¢ dada por x
inteiro qualquer e y = % . Analogamente, se a # 0 e b = 0 entdo existe solugdo se a
divide c e a solugdo sera obtida por x = % ey inteiro qualquer” (UNIVERSIDADE
DE MINHO, 2003, p. 26).

Para os casos ndo-triviais existem varios tipos de possiveis abordagens,
que serdo expostas a seguir e comparadas, permitindo delimitar a abrangéncia e
limites em prol da Didatica, embasadas numa abordagem em situa¢des-problema
contextualizadas.

A Abordagem pelo Método da Tentativa e Erro

A tentativa e erro ¢ uma abordagem que remonta aos antigos povos, desde os egipcios
¢ os babilonios. Foi muito utilizada até o inicio da Renascenca, e, em particular, em
problemas de equagdes indeterminadas, tendo seu auge na Idade Média, conforme
inimeros relatos expostos na obra de Ore (1988). Isto se deve principalmente a
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incipiente linguagem algébrica desenvolvida na Matematica até este periodo, que
conservava um carater predominantemente empirico.

A tentativa e erro € uma estratégia interessante de ser abordada e importante
do ponto de vista didatico, se constituindo numa estratégia de base, que viabiliza a
acdo do aluno para as tentativas de busca de solugdo, inserindo-o na atividade®. Ela
consiste em se adotar um valor qualquer de x (ou de y) e encontrar o corresponde
valor de y (ou de x), por mera substitui¢ao.

Um exemplo classico e de extrema relevancia de tal abordagem ocorreu na
1* fase da Fuvest*, no seguinte problema:

Um caixa eletronico de banco so6 trabalha com notas de R$ 5,00 e R$ 10,00.
Um usuario deseja fazer um saque de R$ 100,00. De quantas maneiras dife-
rentes o caixa eletronico podera fazer esse pagamento? a) 5; b) 6; ¢) 11; d)
15; ) 20 (FUVEST, 1990).

A importancia deste problema, que remonta a cerca de 20 anos, se deve
principalmente a utilizacdo de um contexto de facil entendimento e num entorno
cotidiano, associado a valores monetarios de grandeza numérica adequada, fatores
que favorecem e incentivam o aluno para uma busca inicial de algumas ou todas as
solugdes, através da manipulacdo aritmética.

A relevancia deste problema da FUVEST (1990) se renova, na medida em
que surgem versdes em livros didaticos do ciclo basico, como no problema: “Um
caixa eletronico trabalha com notas de 5, 10 e 50 Reais. Um usuario deseja fazer
um saque de R$ 100,00. De quantas maneiras diferentes o caixa eletronico podera
fazer o pagamento?” (SMOLE; DINIZ, 2003, p. 210).

Outro manual apresenta a versao: “Uma pessoa quer trocar duas cédulas de
100 Reais por cédulas de 5, 10 e 50 reais, recebendo cédulas de todos esses valores e
o maior niimero possivel de cédulas de 50 reais. Nessas condigdes, qual ¢ o nimero
minimo de cédulas que ela podera receber?” (IEZZI et. al., 2004, p. 339).

Selecionei, para uma analise inicial, o problema encontrado em um terceiro
material: “Utilizando apenas notas de R$ 5,00 e R$ 10,00, verifique de quantos modos
pode-se trocar uma nota de R$ 50,00”(PUERI DOMUS, 2004, p. 226).

3 Esta possibilidade da atividade em favorecer o comprometimento do aluno com a situagdo-problema
denomina-se devolugio, de acordo com Brousseau (1986 apud CHEVALLARD, BOSCH; GASCON,
p.217,2001).

4 A FUVEST (Fundagao Universitaria para o Vestibular) realiza uma das avalia¢cdes mais concorridas
do pais, que permite ingressar nas mais conceituadas faculdades, como por exemplo, a USP (Universi-
dade de Sao Paulo), dentre outras.
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Para isto, o livro didatico solicitava que os alunos preenchessem uma tabela,
conforme pode ser observado abaixo.

x (n° de cédulas de RS 5,00) 0 2 4 6 8

y (n° de cédulas de RS 10,00) 5 4 3 2 1

Tabela 1: As seis solucdes do problema dos saques no caixa eletronico.

Esta ¢ uma situacao simples e cotidiana, numa abordagem que envolve um
numero de solugdes em quantidade discreta, favorecendo a organizagao dos dados,
de modo a permitir a determinacao de todas as seis solugdes naturais.

A citacdo do método de tentativa e erro é raramente encontrada nos ma-
nuais de Teoria dos Numeros. Encontramos breve mengdo de sua utilizacdo em
somente um deles, como observagdo final apds a resolugdo de um exercicio, na
qual o autor pondera que para “(...) resolver equagdes como a acima, nao ¢é ne-
cessario usar toda a técnica que desenvolvemos, pois os numeros envolvidos sdo
suficientemente pequenos para que seja viavel achar as solug¢des por inspecao”
(HEFEZ, 2005, p. 73).

Em Matematica, problemas que utilizam a tentativa e erro como uma das
possiveis estratégias sdo raramente encontrados em manuais didaticos do Ensino
Meédio. Em particular, com relacdo as equagdes diofantinas lineares, encontramos a
seguinte excecdo: “No jogo de basquete, as cestas podem valer 3 pontos, 2 pontos
ou 1 ponto (lance livre). Encontre todas as maneiras de um time fazer 15 pontos.
(Sugestao: faga uma tabela organizada)” (DANTE, 2005, p. 249).

Este problema apresenta vinte e sete solugdes e € um exercicio que, apesar
da sugestdo do autor, exige um acentuado grau de organizagdo para encontra-las.
Assim, este problema impde um limite a estratégia da tentativa e erro, se constituindo
num verdadeiro obstaculo didatico, conforme indicam Chevallard; Bosch; Gascon
(2001). Esta situagdo favorece uma abertura para reavaliar o uso desta estratégia e
0 questionamento se ndo existem outros processos mais eficientes, abrangentes e
elegantes, que ¢ um dos objetivos deste artigo.

Nesses moldes, os raros problemas envolvendo equagdes diofantinas lineraes
que encontrei em manuais do Ensino Médio apresentam, no caderno do professor,
indicacdo da utilizagao do método da tentativa associado a conceitos da Teoria dos
Numeros. Esta variacao de estratégia, que utiliza varias formas de uso da linguagem
matematica, consiste basicamente em inicialmente determinar a lei de formagao, na
forma algébrica, adotar alguns valores de uma das variaveis e, por substitui¢do, en-
contrar os valores da outra varidvel. Um exemplo desta técnica ¢ apresentado em:
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O novo cddigo de transito de um pais adota o sistema de pontuagdo em
carteira para os motoristas: em caso de infringéncia as leis do transito, sdo
atribuidos ao motorista 4 pontos quando se trata de infra¢do leve, 5 pontos
por infra¢do grave e 7 pontos por infragdo gravissima. a) Se um motorista
acumulou 37 pontos em sua carteira, quantas vezes foi autuado por infragao
gravissima? (IEZZI et. al, 2004, p.20).

A solugdo realizada pelo autor ¢ apresentada no Manual do Professor da
referida obra:

Seja x, x € M o nimero de autuagdes por infragio gravissima: P =42+ 5b+ 7x.

a)p=37-v4a+5b+?x=37=>?x£37=x=s—53~=s,3=usln, 1,2 3,4,5)

7
Entretanto, se x = 5, terfamos 4a + Sb = 2, 0 que nunca ocorre,
Nas demais hipéteses:
x=0 a=3 e b=5, porexemplo, satisfazem.
x=1 a=0 e b=6, por exemplo, satisfazem.
x=2: a=2 e b=3 porexemplo, satisfazem.
x=3 a= 4 e b=0, por exemplo, satisfazem.
x=4 a=1 e b=1, por exemplo, satisfazem.

(IEZZI et. al, 2004, p.32).

Na resolug@o proposta pelo autor foram utilizados: transcri¢cdo dos dados do
enunciado em escrita algébrica (lei de formagdo); uso de axioma no universo
dos numeros naturais, em que a parte ¢ menor ou igual ao todo; resolugdo da
inequagdo de 1° grau em N; determinacdo do conjunto de possibilidades para a
variavel em questdao, em N, e calculos numéricos em N.

Em outro problema, dos mesmos autores, encontramos o seguinte enunciado:
“Dois irmaos, Jodo ¢ José, pescaram em uma manha ‘x’ e ‘y’ peixes, respec-
tivamente. Sabendo que 3x + 4y =61, determine as possiveis quantidades de
peixes que eles conseguiram juntos?” (IEZZI et. al, 2004, p.200).

A solugdo apresentada no Manual do Professor da referida obra ¢ dada por:
De3x+4y=61vemx= 61 -4y , €M que X e y sao naturais, pois representam
o numeros de peixes ‘capturados’ por cada irmdo. Para que x resulte natural,

o numerador 61 - 4y deve ser multiplo de 3 e, além disso, positivo, isto ¢é:
61-4y>0—y<-2L —1525 )€ N. Verificando:

y=15>x&N;y=14 > x& N,y =13 — x =13 (16 peixes ao todo). As
possibilidades seguintes sdo obtidas para:
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y=10 — x=7 — 17 peixes ao todo;
y=7—x=11 — 18 peixes ao todo;
y=4 — x=15— 19 peixes ao todo;
y=1-—x=19 — 20 peixes ao todo.

(IEZZI et. al, 2004, p.73).

Na resolug@o proposta pelo autor foram utilizadas: a transcricdo dos dados
do enunciado em lei de formagdo; isolar a incognita correspondendo ao menor
coeficiente da Equacdo Diofantina Linear; utilizacdo do conceito de multiplo e as
solugdes inseridas no conjunto dos Naturais; resolugdo da inequagdo de 1° grauem N
e obten¢do de um conjunto de possibilidades para a variavel em questao, no ambito
do conjunto dos Naturais; utilizagdo do método da tentativa e erro.

A Abordagem pelo método grafico.

A equagdo diofantina linear que possui solugao ndo vazia pode ser analisada sob a
perspectiva grafica, representando um conjunto de pontos no plano cartesiano. Entao,
“podemos interpretar a resolu¢ao da equagdo diofantina [linear] como o problema
de determinar os pontos da reta que t€ém ambas as coordenadas inteiras” (MILIES;
COELHO, 2003, p. 98).

Este tipo de solug@o possui algumas caracteristicas. Primeiramente, ela neces-
sita da organizacao das tentativas para se determinar alguns pares ordenados numa
sequéncia que permita a visualizagdo das solugdes em R% Assim, a representacdo
grafica esta associada ao uso de uma tabela para organizar algumas solu¢des com
valores de ‘x” em ordem crescente (ou decrescente), que serve de suporte para uma
generalizacdo de propriedades, através da observagio do padrao de crescimento ou
decrescimento dos valores de x ou dos valores de y.

Um primeiro entrave para esta abordagem ¢ a limitacao de capacidade de re-
presentacdo em R?, dependendo do niimero de solugdes de uma Equagdo Diofantina
Linear. Um segundo entrave do método grafico ¢ a falta de generalidade, propria deste
registro. Porém, a visualizacdo das solugdes na forma grafica pode propiciar elemen-
tos para a observagdo de padrdo no procedimento de busca de solugdes da Equagao
Diofantina Linear e também permite explorar a associagdo com uma fungdo discreta
de 1° grau, através do conceito de taxa de variagdo e do coeficiente linear.

Assim fazendo, o aluno podera efetuar as transposi¢des de representacao
numérica, grafica e algébrica, dando um maior significado ao objeto de estudo
matematico e até podendo ser suporte para o amadurecimento de um método mais
geral de resolucgdo, para uma equacdo diofantina linear.
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Nao encontrei nos livros didaticos do ciclo basico e do ensino superior de
Matematica situagdes envolvendo o recurso grafico para resolver uma equagio
diofantina linear. Porém, alguns livros de Microeconomia apresentam temas que
utilizam o recurso grafico associado a escrita algébrica, para esclarecer o conceito
a ser apresentado. Isto propicia um contexto adequado e acaba permitindo a explo-
racdo e articulagdo no desenvolvimento de ideias Matematicas. Um dos problemas
encontrados se denomina: Qual sua escolha: CD ou DVD?

Considere a seguinte situacdo: Uma aluna, Michele, fa de musica, reserva
num certo més R$ 120,00 para a compra de CDs ou DVDs. Um CD custa
R$ 10,00 e um DVD R$ 15,00. Quais sdo as varias possibilidades de aqui-
si¢do destes dois bens, gastando-se exatamente R$ 120,00? (STIGLITIZ;
WALSH, 2003, p.27).

A solug@o do problema pelos autores esta representada abaixo:

9 X y
g

7 0 8
g -

5 3 6
4 2 6 4
3

2 + 9 2
1

a : . " 12 0

o 3 10 13

(STIGLITIZ; WALSH, 2003, p.27).

O conceito da Microeconomia associado a esta situa¢do € a ‘Restri¢ao
Orcamentaria’, que neste caso implicitamente revela a equagdo diofantina linear
10.x + 15.y =120, onde ‘x’e ‘y’ representam, respectivamente, as quantidades de
CDs e DVDs possiveis que Michelle podera adquirir.

A representagdo cartesiana das solucdes deste problema aproxima ideias
Matematicas importantes, contrapondo o carater discreto das incognitas envol-
vidas no problema. Stiglitiz ¢ Walsh (2003) ponderam que, na representagao
grafica, as cinco solugdes indicadas pelos pontos (pares ordenados) podem ser
unidas por meio de uma reta pontilhada. Porém, os autores mencionam que
usualmente, nos livros didaticos de Economia, os pontos sdo unidos por meio
de uma reta, deixando uma boa oportunidade de esclarecer um importante pon-
to: o carater discreto das grandezas envolvidas nesta area e o modo correto de
representd-las graficamente.
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As vezes, obviamente, nem todos os pontos do grafico sio significativos do
ponto de vista econdmico. E impossivel comprar meio DVD ou meio CD. Na
maioria dos casos ignoramos essas consideragdes ao plotar graficos; conside-
ramos que qualquer ponto da restri¢ao orcamentaria ¢ possivel (STIGLITIZ;
WALSH, 2003, p.36).

Complementando esta tltima posi¢do, Resende (2007) aponta que a concep-
¢do vigente em tratar os inteiros como subconjuntos dos niimeros reais conduz a
simplifica¢des que desprezam aspectos fundamentais dos numeros inteiros.

Acreditamos que a situagdo acima permite refletir o entendimento de questdes
ligadas as quantidades discretas. Neste sentido, Brolezzi (1996) alerta sobre um dese-
quilibrio no programa da escola basica entre a Matematica Discreta e a Matematica do
Continuo. O referido autor destaca a predominancia, no Ensino Médio, na abordagem de
situacdes envolvendo a Matematica do Continuo. Assim, ha a necessidade de explorar
nesta faixa de ensino a elegante e complementar interagdo entre essas duas correntes.

Observa-se a riqueza no desenvolvimento da resolugao destes problemas, articu-
lando as varias linguagens e possibilitando o desenvolvimento de varias competéncias
necessarias neste ciclo. Localizamos como limitante da utilizagdo do método da tentativa
e erro e no método grafico, na resolugdo de uma Equagdo Diofantina Linear, os casos
que possuem infinitas solu¢des ou entdo, nenhuma solugao inteira. A seguir, serdo apre-
sentadas abordagens que permitem o encaminhamento nestas situagdes de contorno.

A abordagem utilizando conceitos da Teoria dos Numeros

Algumas situagdes podem ser abordadas no ciclo bésico utilizando-se conceitos
advindos da Teoria dos Numeros. Inicialmente, expomos uma situagao veiculada
numa revista, que publica problemas tratados numa importante competi¢ao de Ma-
tematica, cujo enunciado traz um contexto financeiro:

Camila possui R$ 500,00 depositados num banco. Duas operagdes bancarias sao
permitidas, retirar 300 ¢ depositar 198. Essas operagdes podem ser repetidas quan-
tas vezes Camila desejar, mas somente o dinheiro inicialmente depositado pode
ser usado. Qual o maior valor que Camila pode retirar do banco? (REVISTA DA
OLIMPIADA DE MATEMATICA DO ESTADO DE GOIAS, p. 13, 2003).

Na modelagdo, surge a equacdo diofantina linear 198x - 300y = 6.(33x - 50y)
onde ‘x’ ¢ a quantidade de depositos ¢ ‘y’ a quantidade de retiradas, cuja resolu-
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¢do inicial pode empregar a fatoracdo do primeiro membro da equagdo. Assim,
198x - 300y = 6.(33x-50y), o que garante que o resultado procurado dever ser
multiplo de 6. A partir de 500, que ndo ¢ multiplo de 6, encontra-se facilmente 498,
que representa o maior valor que Camila pode retirar do banco.

Encontramos um outro ‘probleminha’ sobre idades, na Revista do Professor
de Matematica:

Jodo pediu a Pedro que multiplicasse o dia de seu aniversario por 12 e o
més do aniversario por 31 e somasse os resultados. Pedro obteve 368. Qual
¢ o produto do dia do aniversario de Pedro pelo més de seu nascimento?
(PEREIRA; WATANABE, 2005, p. 54).

A solugao apresentada pelos autores do artigo na revista foi a seguinte:

Suponhamos que Pedro nasceuno diax, 1 <x<31domésy, 1 <y<12. Pelo
enunciado, 12x + 31y =368. Observa-se que 4 ¢ um divisorde 12 e de 368 e,
como 31 e 4 sdo primos entre si, 4 tem que ser um divisor de y. Os possiveis
valores de y sdo 4, 8 ¢ 12. Somente y = 8 resultara um valor inteiro para X,
no caso X = 10. O aniversario de Pedro ¢ no dia 10 de agosto. O produto
pedido ¢ 80. (PEREIRA; WATANABE, 2005, p. 54).

A seguir, retomamos um problema apresentado anteriormente, ‘Quantos CDs
ou DVDs?’, com a seguinte modificagéo na variavel didatica’:

Uma aluna, Bianca, fa de musica, reserva num certo més uma certa quantia
para a compra de CDs ou DVDs. Se um CD custa R$ 12,00 e um DVD R$
16,00, quais sdo as varias possibilidades de aquisicdo de um deles ou de
ambos, gastando-se exatamente RS 70,00? E qual a equagdo que representa
este problema? (POMMER, 2008, p. 62).

Este problema apresenta solugdo vazia, sendo tal fato observado a partir da
escrita algébrica 12x + 16 y = 70, que simplificada resulta: 6x + 8y = 35. Nesta ulti-
ma equacgdo, o primeiro membro resultard num nimero par, diferindo em paridade®
com o segundo membro.

5 Segundo Brousseau (1986 apud CHEVALLARD, BOSCH; GASCON, p. 215-216, 2001), variaveis
didaticas sdo aquelas que o professor pode fazer uso de modo a possibilitar a evolugdo de estratégias
numa situagdo de ensino.

6 Dois nimeros inteiros tém mesma paridade, quando sdo ambos pares ou ambos impares.
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A seguir, ¢ apresentada uma situagdo aplicada a alunos do Ensino Médio,
que revelou o desenvolvimento dos multiplos de um niimero inteiro como estratégia
de resolucao.

DINARLANDIA:

Em um reinado distante, de regime monarquista parlamentarista, existem
cédulas de 1, 2, 5, 10, 20, 50 e 100 dinares, que permitem pagar ¢ receber
troco nas transagdes monetarias mais usuais (em dinares).

O rei, excéntrico por natureza, resolveu, por decreto, extinguir as cédulas
existentes, retirando-as de circulagdo. Entdo, instituiu operagdes de pagar
e receber troco, somente com novas cédulas de 4 ¢ 6 dinares. O primeiro-
ministro argumenta com o rei que a utilizagao de cédulas de 4 e 6 dinares
¢ matematicamente impropria. Cada grupo deve escrever uma declaragédo,
embasada em algum argumento, de preferéncia matematico, mostrando se o
grupo concorda ou discorda do primeiro-ministro.

Argumento:

A seguir, cada grupo devera expor seu argumento ao adversario. Terminada a
exposic¢do, cada grupo terd que apresentar um veredicto quanto ao argumento
do adversario:

() Argumento correto ou ( ) Argumento incorreto

(se assinalou argumento incorreto, descreva abaixo o motivo)

Motivo:

Ainda, o rei, descontente com seu primeiro-ministro, mas ndo podendo demiti-
lo por causa disso, resolve estabelecer um duelo a nivel nacional para resolver
a questao de quais deveriam ser as duas moedas nacionais, achando que este
concurso o ajudaria a desacreditar o primeiro-ministro, comprovando o mérito
de seu decreto. O rei assim proclama:

Hoje e somente hoje, abro inscri¢des para os suditos reais que desejam colaborar
com o Tesouro Nacional. Sera paga a quantia de cem mil dinares ao(s) sudito(s)
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que me mostrar(em) quais sdo as maneiras que podem ser estabelecidas as duas
cédulas necessarias para dar ou receber qualquer quantia monetaria em dinares.
Ainda, dentre as varias maneiras, o(s) sudito(s) devera(ao) argumentar qual
seria a mais cabivel dentre todas, de modo a promover o bem estar monetario
danagdo. A regra uinica ¢ que as cédulas deverdo ser nimeros naturais menores
que 7. Aunica excegdo desta regra ¢ a impossibilidade de emissao de cédula de 1
dinar. Cabe aos stditos procurar e achar a solugdo (POMMER, 2008, p. 87).

Esta atividade utiliza o conceito de paridade’, o multiplo ou o divisor como
estratégia preferencial para a tomada de decisdo em relagdo a possibilidade de solugao.
Assim, este desafio possibilita a reflexdo sobre a quantidade minima de cédulas que
podem ser utilizadas por um pais em operagdes bancarias de ‘dar’ e ‘receber’ troco, assim
como favorece o levantamento de conjecturas envolvendo a relagio entre os valores das
cédulas deste suposto ‘reinado’ e as possiveis opera¢des monetarias do dia a dia.

Conforme Machado (2004), o uso da narrativa se constitui em importante
elemento de composicédo de atividades, sendo uma competéncia necessaria na agao
didatica do professor. Em particular, na situacao proposta, a escolha do desafio na
forma narrativa, ambientado numa situagdo hipotética, desvincula o usualmente
estabelecido (um pais ndo apresenta somente duas cédulas para as transagcdes comer-
ciais), o que permite ao aluno desenvolver a autonomia, estimula a reflexdo critica
¢ o debate para o levantamento de hipdteses ¢ a tomada de decisdo.

Assim, a situagdo permite uma possivel extrapolacao, pelo repensar dos aspectos
basicos de composigdo de um sistema monetario, articulados pelo uso de conhecimentos
matematicos envolvendo as propriedades dos nimeros, podendo se constituir em uma
pequena contribuigao para favorecer aspectos de formagao da cidadania, explorando
uma competéncia comum e essencial® proposta pelo ENEM, Brasil (2009).

A Abordagem através da Analise Diofantina (ou Algoritmo das Fracées
Continuas).

Nos problemas resolvidos por Diofante, no seu livro Arithmetica, pesquisa-
dores perceberam uma metodologia comum, que apesar de nao ter sido explicitada
por Diofanto, ¢ atualmente denominada Analise Diofantina.

7 A escolha das cédulas na 1* parte permite que sejam efetuados pagamentos e transagdes comerciais
envolvendo numeros pares, pois a adi¢do ou subtragdo de dois pares resulta par. Na 2* parte, as combi-
nagdes possiveis de notas (em dinares) sdo quatro: 2e 3;2e5;3¢e5;4¢e5.

8 Competéncia V: Capacidade “de elaboragdo de propostas de intervencéo solidaria da realidade, res-
peitando os valores humanos e considerando a diversidade sociocultural” (BRASIL, 2009, p. 1).
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Ao se deparar com a Equag@o Diofantina Linear ax + by = ¢, com a,b,c € Z, 0
método consiste inicialmente em se isolar, a esquerda da equag@o, o termo com menor
coeficiente. Supondo que a < b, entdo ficariamos com: ax =c—by =>x = % -

Iremos exemplificar o uso da abordagem pela Analise Diofantina no seguinte
problema:

Preciso selar um envelope com a franquia de 75 escudos mas s6 tenho selos de
50 escudos, de 8 escudos e de 1 escudo. Quantos selos de cada valor deverei
usar, sendo que no envelope s6 ha espago para 5 selos? (RENIZA, 2006).

A resolucao deste problema envolve duas equacdes de 1° grau a trés incog-
nitas. Ao se resolver o sistema composto por estas duas equagdes, obtém-se uma so
solugdo natural. Assim, denominando-se ‘X’ 0 niimero de selos de 50 escudos, ‘y’ o
numero de selos de 8 escudos e ‘z” o nimero de selos de 1 escudo, tem-se:

50x+8y+ 1z=175 50x+8y+ 1z="175

= = 49%+T7y=70=Tx+y=10

x+ty+z=5 —x—y—z=-5

Ao se isolar o coeficiente de menor valor, obtém-se: 7x+y=10=y=10—"7x.

Como as parcelas 10 e -7 sdo inteiras, a solu¢@o ocorre por simples inspegédo, or-
ganizada na tabela 2.

X 0 1 2

y 10 3 -4

z nao serve 1 ndo serve
Tabela 2

Portanto, a tinica solugdo é: x=1;y=3;z=1.

Se as parcelas c¢/a e b/a ndo forem inteiras torna-se necessario a separagao
das fragdes ndo inteiras em duas partes, sendo uma inteira ¢ a outra ndo inteira.
A parte ndo inteira seria obtida com o denominador igual ao resto da divisdo da
fragdo estudada pelo denominador em questdo. Tal abordagem estd exemplificada
no problema abaixo.

Um lavrador do século passado gastou mil escudos na compra de cem ani-

mais de trés espécies diferentes. Cada vaca custa cem escudos, cada porco
trinta escudos e cada ovelha cinco escudos. Supondo que o lavrador comprou
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pelo menos um animal de cada espécie, quantos animais de cada espécie ele
comprou? (RENIZA, 2006).

Denominando o niimero de vacas por ‘x’, o de porcos por ‘y’ ¢ o de ovelhas
por ‘z’, teremos duas equacdes de 1° grau a trés incognitas formando o sistema:

100x + 30y + 5z = 1000

x+y+z=100
Dividindo a primeira equagdo por 5 obtém-se o sistema:

20x + 6y +z =200

x+y+z=100
Subtraindo a primeira equacao da segunda, obtém-se a equagdo 19x + 5y = 100

Utilizando o algoritmo de fragdes continuas, procurara-se primeiramente
isolar o termo com o menor coeficiente a esquerda, ficando com:

5p=100-19x. - y=20- ]_59)6

Neste caso, o coeficiente % - L , ndo sendo inteiro, deve ser separado
da forma y =20 - 3x - % x, onde ‘3’ é o quociente da divisdo de ‘19’ por ‘5’ e ‘4’
¢ o resto.

Utilizando-se agora a condi¢do que o nimero de porcos ¢é inteiro, 0 nimero
de vacas deve ser multiplo de 5, isto é, x = 5n, onde n ¢ inteiro.

Poderiamos tomar o caso trivial em que o lavrador ndo comprou nenhuma
vaca, onde n = 0, que implica x = 0. Dai resulta y = 20 e z = 80. Atribuindo n = 1
resulta x =5,y =20—15-4 =1 e z= 94. Portanto, uma solugao seria 5 vacas, 1
porco e 94 ovelhas. No caso den=2, resultax =10 e y =-18 <0, o que ¢ inaceitavel.
Portanto, existem somente duas solucoes.

O método da Analise Diofantina utiliza elementos da Teoria dos Numeros,
como o algoritmo da divisdo, o conceito de fracdo, o conceito de multiplo de um
nimero inteiro. Da parte relativa a Algebra, esta abordagem utiliza a escrita na
forma algébrica a partir das condi¢des dadas no enunciado, a resolucéo de sistema
de equagdes, o uso de funcdo discreta de 1° grau com variaveis inteiras e o calculo
de valor numérico de uma funcéo.

A Abordagem Algoritmica

Inicialmente, propde-se o Teorema 1 (T1), que se refere ao maximo divisor comum
entre dois numeros, que fornece uma condigdo necessaria e suficiente para a exis-
téncia de solucdo inteira em uma equagdo diofantina linear.
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T1: “Sejam a, b e ¢ inteiros [ndo ambos nulos], e d =m.d.c. (a,b). A equacao
diofantina aX + bY = c [nas incognitas inteiras X e y| tem solugdes se ¢ so-
mente se d divide ¢” (MILIES; COELHO, 2003, p. 98).

Uma condigd@o equivalente a este teorema ¢ apresentada pelo Corolario 1
(Cl):

Cl: “Sem.d.c. (a,b) =1, isto &, se a e b sdo relativamente primos (ou primos
entre si), entdo a equagdo ax + by = ¢ sempre tem solucgdes inteiras, qualquer
que seja ¢” (ROCQUE; PITOMBEIRA, 1991, p. 42).

A utilizagdo do Corolario para a resolu¢ao de uma Equagdo Diofantina Li-
near (E.D.L) do tipo aX + bY = ¢, com a,b,c € Z, onde m.d.c. (a,b) = 1, “equivale a
encontrar inteiros ‘r’ e ‘s’ tais que ar + bs = 1. (...) Um modo de se chegar a eles ¢
obtido através do algoritmo de Euclides, ou algoritmo das divisdes sucessivas, para
o calculo do m.d.c. (a,b)” (ROCQUE; PITOMBEIRA, 1991, p. 42-43).

Aplicar o Algoritmo de Euclides para se encontrar os valores de r e s equivale
aresolver a equagdo ar + bs = 1 ou seja, determinar o par ordenado (r,s). Podemos
considerar esta como sendo uma solucao inteira particular da Equagao Diofantina
Linear aX +bY = c. Denominando-se r = X € s=y,, entdo a solu¢do particular (x,y,)
sera utilizada para se determinar as solugdes da referida equacdo, de acordo com
Teorema 2 (T2).

T2: “Se (x,y,) for uma solugdo da equagdo diofantina aX + bY = ¢ com
m.d.c.(a,b) =1, entdo (x,,y,) serd uma solugdo da equagdo se, € somente se, exis-
tir um inteiro k tal que x, = x,+ bk ey =y, —ak” (ROCQUE; PITOMBEIRA,
1991, p. 43).

Existe uma resolugao alternativa, também baseada no algoritmo de Euclides.
Esta forma, também utiliza a condigdo do termo ¢ ser divisivel pelo m.d.c. (a,b),
porém prescinde de se utilizar o Corolario 1. Entdo, este processo alternativo utiliza
o Teorema 3 (T3):

T3: “Sejam a, b e ¢ inteiros tais que d = m.d.c.(a,b) divide ¢. Escrevendo-se
d=ra+sb,comr, s € Z, temos que x,=r. % 3 Yy =S. % é unga solugdo
da equac@o aX + bY = c. Toda outra solugao ¢é da forma: x = r. i + - b
y=s. < & tcomtEZE reciprocamente, para todo ¢ € Z os valores
‘x” e ‘y’ dados pelas formulas acima sdo solugdes da equacao” (MILIES;

COELHO, 2003, p. 99).
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Exemplificando, seja a seguinte situacdo: “Suponhamos que so existiam
moedas de 15 escudos e de 7 escudos e que eu queria pagar (em escudos) uma certa
quantia. Sera que ¢ sempre possivel? E se s6 existirem moedas de 12 ¢ 30 escudos™?
(UNIVERSIDADE DE MINHO, 2003, p. 25).

O problema deixa em aberto a quantia total disponivel que podera ser paga.
Isto requer a interpretacdo, que qualquer que seja esta quantidade, ela sera possivel
se pagar 1 escudo. Assim sendo, o problema recai na Equac¢do Diofantina Linear
15x + 7y =1, sendo ‘x’ e “y’ as notas de 15 e 7 escudos a serem operadas.

Para a primeira pergunta, referente as moedas de 15 e 7 escudos, ¢ sempre
possivel obter uma solugdo com quantidades inteiras, pois na troca de moedas, o
ato de pagar pode se associar a operacdo de adicdo e o ato de receber a operagdo
de subtracdo.

Uma primeira solug@o ¢ dada por pagar uma moeda de 15 escudos e receber
de volta duas moedas de 7 escudos, pagando | escudo. A solucdo geral das infinitas
solugdes ¢ dada por:

X=xtT 0= 1+7t,comtEZ e y=y0—%.t=—2— 15¢t,comtEeZ

No caso da segunda pergunta, referente a utilizacdo de moedas de 12 e 30
escudos, recai-se na Equacao Diofantina Linear 12x + 30y = 6, sendo ‘x’ ¢ ‘y’ as
notas de 12 e 30 escudos a serem operadas. Nesta nova situacao, a possibilidade
recai no fato da quantia de escudos a ser paga podera somente ser multipla de 6,
garantida pela condigdo de existéncia de solugao dada pelo m.d.c. dos coeficientes
da Equag¢do Diofantina Linear, ou seja, m.d.c. (12, 30) = 6.

Uma possivel solugdo, encontrada por inspegao simples, é dada através do
pagamento de 1 moeda de 30 escudos e o recebimento de duas moedas de 12 escudos,
ou seja, X, = -2 ¢y, = 1. Assim, a solugdo geral € dada por:

x=x0+i.t=—2+&.t=—2+5t,comtEZ e
_ a ,_ 12, _
y—y0—7.t—1—?t—1—2.t,comtEZ
Conclusoes

A intengdo deste texto foi trilhar as principais possibilidades de resolu¢ao de uma
Equagao Diofantina Linear, no &mbito do conjunto dos inteiros. A riqueza propiciada
pelas diversas abordagens para a resolucdo das situacdes propostas possibilita ao
aluno do ciclo basico um ganho procedimental, aprimorando o uso ¢ articulag@o
entre as diferentes linguagens (numérica, algébrica, grafica e natural).

Também, a exploragdo em sala de aula referendada pela génese e evolugdo
dos conhecimentos envolvendo as equagdes diofantinas lineares permite abertura
para estabelecer uma rede de significados, conforme Machado (2004). Esta oportu-
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nidade proporciona a articulagdo de conhecimentos matematicos, presentes do atual
curriculo de Matematica, porém usualmente trabalhados de modo estanque e pontual.
Assim, a inserc¢do das equacdes diofantinas lineares como um tema articulador no
ciclo basico pode promover significado ao conhecimento pelas relagdes constitutivas
envolvidas na propria Matematica.

Ainda, aliada a natural articulagdo de temas internos a Matematica (intra-
matematica), em particular neste texto com referéncia as Equagdes Diofantinas
Lineares, a propria epistemologia de tal conhecimento se enreda com a possibili-
dade da exploragao da resolucdo de problemas, permitindo o desenvolvimento de
competéncias essenciais, explicitadas em Machado (2009).

Assim, ao aluno ¢ possibilitada a capacidade de compreensado (leitura dos
problemas, selecionar dados e informagdes importantes), associada a capacidade de
expressao pela utilizagdo de varias estratégias de resolugdo ¢ uso das varias lingua-
gens matematicas, representadas pela lingua natural, linguagem gréafica, linguagem
numérica e linguagem algébrica. Ainda, ao situar o aluno em contextos diversos
estimulamos a capacidade de enfrentar as situagdes variadas e a necessidade de tomar
decisdes, manifestadas pela possibilidade de demarcar quais os limites e dominio
de cada estratégia veiculada (tentativa e erro, método grafico, conceitos da Teoria
Elementar dos Numeros, a Analise Diofantina e a Abordagem Algoritmica).

Deste modo, a tematica proposta neste texto se configura numa oportunidade de
explorar a articulagdo do conhecimento matematico, tanto em nivel conceitual como
em nivel procedimental, aumentando o repertério de argumentacao e a expressao da
pessoalidade do aluno, através de competéncias essenciais no ciclo basico.

Entendemos que tais situagdes devem ser veiculadas permitindo-se a agao do alu-
no, essencial para que haja espaco para a realizacao das tentativas e buscas necessarias,
com uma moderada (e se possivel nula) interferéncia do professor durante a realizagdo
das atividades. O aluno, situado num ambiente convidativo e motivador para refletir
sobre as situa¢des-problema, pode manifestar, a partir da estratégia da tentativa ¢ erro,
condigdes para o desenvolvimento das outras estratégias delineadas neste texto.

Esta importancia ficou evidenciada quando do langamento da matriz de
referéncia para o ENEM, Brasil (2009), em particular para as competéncias de
Matematica e suas Tecnologias, onde ha a mengao na constru¢do de significado
para os niumeros inteiros.

Assim, ao se permitir ao aluno enfrentar situagdes-problema num ambito de
contextualizagdo, abre-se oportunidade para exercitar a capacidade de compreensao,
ha o incentivo a autonomia pela possibilidade de mobilizagao de estratégias variadas,
que permitem ao aluno expressar ¢ articular conhecimentos matematicos presentes
no proprio ciclo basico, conforme Machado (2004).

BOLETIM GEPEM | N°58 —JAN./JUN. 2011 | 68



Wagner M. Pommer

A elaboragdo de situacdes de ensino que permitam ao estudante reconstruir
em parte este caminho, propiciado pelo olhar sobre a génese das equagdes diofan-
tinas lineares, permite dar significado ao objeto matematico, mostrando que com o
passar do tempo vai ficando clara a verdadeira posi¢do dos conhecimentos e como
se situam uns em rela¢do aos outros.
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