Alguns aspectos historicos da algebra e suas relacées com o ensino na
Educacio Basica

Maria Laura Magalhiaes Gomes
Departamento de Matematica e Programa de Pés-Graduagdo em Educagdo, UFMG
mlauramgomes@gmail.com

Resumo

Considerando a relevancia do ensino da algebra na educagdo basica e as possibilidades de contribui¢ao
do conhecimento historico para a formagao dos professores, o artigo focaliza dois conjuntos de estagios
propostos por historiadores da matematica para o desenvolvimento da algebra. O primeiro conjunto refe-
re-se a expressao das ideias algébricas nas fases retorica, sincopada e simbolica. O segundo conjunto diz
respeito a ocorréncia de quatro fases conceituais para a algebra: a geométrica, na qual a maior parte dos
conceitos s3o geométricos; a estatica de resolugdo de equagdes, na qual o objetivo ¢ encontrar nimeros
que satisfacam a certas relagdes; a fase dindmica da fungdo, em que o movimento parece ser uma ideia
subjacente; a fase abstrata, em que a estrutura é o objetivo. Argumenta-se em favor da consideragdo de
ambos os conjuntos de estagios para uma reflexao acerca do ensino da algebra na escola bésica.

Palavras-chave: Relagdes entre Historia ¢ Ensino da Algebra. Estagios da Linguagem Algébrica. Es-
tagios Conceituais da Algebra.

Some historical aspects of algebra and its relations with school teaching

Abstract

Considering the importance of teaching algebra in elementary education and the possible contribution
of historical knowledge for teachers, the article focuses on two sets of stages in the development of
algebra proposed by historians of mathematics. The first set refers to the expression of algebraic ideas
in the rhetoric, syncopated and symbolic stages. The second set is related to the occurrence of four
conceptual phases to algebra; the geometric stage, the static equation-solving stage, the dynamic func-
tion stage and the abstract stage. Considering both sets of stages may contribute for a reflection on the
teaching of algebra in school.

Keywords: Relations between History of Algebra and its Teaching. Stages of Algebraic Language.
Conceptual Stages of Algebra.

Aquele que quiser se circunscrever ao presente, ao atual, ndo compreenderd o atual.
(Jules Michelet)

Os matemadticos sao como os franceses: quando lhes falamos, traduzem nossas palavras para seu
idioma e em seguida elas se convertem em outra coisa totalmente diferente.
(Johann Wolfgang Von Goethe)
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Introducdo: historia e algebra

As relagdes entre histéria e ensino, no que se refere a matematica, sao, ha muito
tempo, objeto de discussdes e estudos por parte dos professores e pesquisadores. No
Brasil, um rapido exame revelard, além das recomendagdes curriculares quanto a
participagdo da histéria no processo de ensino-aprendizagem (BRASIL, 1997, 1998,
2006), uma insercdo muito frequente de alusdes histdricas nas paginas dos livros
didaticos atuais para os ensinos fundamental e médio. A presenca da historia nos
livros projetados para o ensino em nosso pais ndo ¢ uma novidade: constata-se que
referéncias ao passado da matematica aparecem em livros didaticos aqui publicados
originalmente desde o século XIX, como os textos de aritmética e algebra de Aardo
Reis (REIS, 1892; REIS, 1914).

No Brasil, uma referéncia a ser ressaltada em relagdo ao tema das relagdes
entre historia, educag@o e matematica ¢ o livro de Miguel e Miorim (2004), denomi-
nado Historia na educagdo matematica: propostas e desafios, no qual sao discutidas
com profundidade questdes relativas a participacdo da historia no ensino em diversos
niveis. Em particular, o primeiro capitulo dessa obra apresenta um extenso panorama
das manifestacdes referentes a participacao da histéria no ensino da matematica no
Brasil ao longo do século XX. No contexto internacional, a exemplo de estudos tema-
ticos que vem desenvolvendo desde os anos 1980, a ICMI-International Commission
on Mathematics Instruction promoveu um encontro de pesquisadores de todos os
continentes em Luminy, na Franga, em 1998, para debater o tema da presenca da
histéria na educagdo matematica. Do encontro resultou um livro, publicado em 2000,
cujo titulo é History in Mathematics Education, que se tornou referéncia essencial
aos interessados nas possibilidades e limites da participagdo da historia nos mais
variados contextos de ensino da matematica.

O proposito deste artigo, porém, ndo é enumerar ¢ discutir argumentos gerais
acerca das potencialidades da histdria no ensino da matematica. Ele visa, sobretu-
do, apresentar algumas consideracdes de carater historico num campo especifico
da matematica, a algebra, que também foi o tema de um estudo recente (o 12°) da
ICMI. Esse estudo foi conduzido no periodo 2000-2004 e teve sua conferéncia
principal (Study Conference) realizada em dezembro de 2001, na Universidade de
Melbourne, na Australia. Seu titulo foi The future of the teaching and learning of
algebra, e esse ¢ também o nome do livro (STACEY; CHICK, KENDAL, 2004) no
qual foram sintetizadas as discussdes dos varios grupos de trabalho participantes
do evento na Australia. A preocupag@o da ICMI em relagdo ao futuro do ensino e
aprendizagem da algebra ¢ explicada no prefacio da obra a partir de duas tendéncias
evidentes mais recentemente: a “massificacdo” da educagdo, que ¢ um processo
em continuidade em alguns paises e inicio em outros, ¢ os avancos da tecnologia.
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Segundo as organizadoras do livro (STACEY; CHICK, KENDAL, 2004), a dlgebra
¢ afetada centralmente por ambas as tendéncias. De fato, afirmam as autoras:

Para a educag@o em massa, o ensino da algebra ilumina questdes de equidade
e relevancia. Para o progresso em dire¢do a matematica superior, os estudantes
precisam da algebra, mas sua abstracao a torna dificil de aprender e dificil
também que os iniciantes vejam uma razao para aprendé-la. Simultaneamente,
o avango da tecnologia fornece perspectivas ricas de aperfeicoamento do
ensino. No entanto, ele também oferece um desafio ao curriculo existente,
porque tantas rotinas que tém sido o cardapio usual (e nas quais os estudan-
tes tém tido mais sucesso) estdo agora disponiveis “apertando um botdao”. O
resultado ¢ que um curriculo de algebra que sirva bem aos alunos no século
XXI pode muito bem parecer muito diferente de um curriculo ideal de alguns
anos atras (p. vii-viii).

Acrelevancia da 4lgebra na educacéo e a questao referente aos modos como a
histéria poderia ter alguma participagdo nessa educacao, particularmente na educacao
basica brasileira, motivam o presente trabalho, que trata de dois conjuntos de fases
para o desenvolvimento da algebra propostos por historiadores da matematica. O
objetivo do texto ndo ¢ fornecer uma ferramenta de trabalho direto para a sala de
aula de algebra da escola basica, mas propiciar uma reflexao sobre o ensino do tema
que tome como referéncia esse enfoque histoérico.

Antes de focalizar os dois conjuntos de estagios, fagamos algumas conside-
ragdes acerca do que a palavra “algebra” evoca ou significa.

O que é dlgebra? A que remete a palavra algebra no contexto do ensino na
escola basica?

Como bem observa Katz (2007), atualmente ¢ raro encontrarmos uma defini¢do de
algebra nos livros destinados ao ensino. O historiador lembra que isso ndo acon-
tecia no século XVIII, e enuncia, em seu artigo, as definigdes de Colin Maclaurin
(1698-1746) e Leonhard Euler (1707—1783). Segundo Katz (2007, p. 185), numa
obra publicada em 1748, Maclaurin escreveu: “Algebra é um método geral de calcular
com certos sinais e simbolos que foram inventados e considerados convenientes para
esse proposito. Ela ¢ chamada uma Aritmética Universal, e continua por Operagdes e
Regras similares as da Aritmética Comum, fundada nos mesmos Principios.” Euler,
por sua vez, no livro de algebra que publicou em 1770, conceituou da seguinte ma-
neira a algebra: “A Algebra foi definida como a ciéncia que ensina como determinar
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quantidades desconhecidas por meio daquelas que sdo conhecidas” (EULER, apud
KATZ, 2007, p. 185). Ainda no século XVIII, o verbete Algebra, no primeiro volume
da Enciclopédia ou Diciondario Raciocinado das Ciéncias, das Artes e dos Oficios,
de 1751, escrito por Jean Le Rond d’Alembert (1717-1783), comegava assim:
“Algebra é o método de fazer em geral o calculo de todos os tipos de quantidades,
representando-as por signos universais. Escolheram-se para esses signos as letras
do alfabeto por serem de uso mais facil e mais comodo que qualquer outro tipo de
signo.” (DIDEROT; D’ALEMBERT, 1751, p. 259).

Mais adiante, d’ Alembert acrescenta que a Algebra tem duas partes: a primeira
¢ o método de calcular as grandezas representando-as pelas letras do alfabeto, ¢ a
segunda ¢ a maneira de se utilizar esse calculo para resolver problemas. D’ Alembert
considera a segunda parte a principal ¢ mais extensa, ¢ afirma que ¢ a ela que se
deve a visdo de algebra de seu verbete, que focaliza o desenvolvimento historico
do campo e enfatiza o estudo da resolugdo de equagdes no decorrer do tempo até o
momento em que escreve.

O que percebemos, nessas conceituagdes do século XVIII, ¢ a visdo clara
da algebra como simultaneamente um célculo generalizado mediante regras para
manipular sinais e signos € um método para resolver problemas. Entretanto, como
nota Katz, se os livros didaticos de hoje ndo costumam definir a algebra, um livro
de algebra contém uma grande variedade de topicos', o que nos conduz a pensar
que a algebra ensinada nos niveis de ensino que antecedem os cursos universitarios
envolve mais do que calculos generalizados, linguagem simbolica e resolucao de
equagdes. De fato, escreve Victor Katz, entre os contetidos dos livros de algebra
estdo a aritmética dos numeros com sinais, a solu¢do de equagdes do primeiro e
segundo graus, sistemas de equagdes lineares e/ ou do segundo grau, a manipulagao
de polinomios, inclusive a fatoraco ¢ as regras para os expoentes, matrizes, fungdes,
gréficos, estudo analitico das conicas. Um livro de algebra abstrata, prossegue Katz,
apresenta ainda conteidos como grupos, anéis e corpos.

No Brasil, conquanto nao tenhamos livros projetados exclusivamente para o
ensino da dlgebra na escola basica, reconhecemos que os topicos citados por Katz sao
precisamente aqueles alocados pelos autores de livros didaticos no tltimo segmento do
ensino fundamental e no ensino médio nos capitulos, unidades ou se¢des dedicados a
algebra. Assim, entre nos se verifica o mesmo que ¢ apontado por Katz— a associa¢ao
da algebra escolar a uma grande variedade de topicos; podemos acrescentar ainda a
essa observacao a de que nossos livros, em geral, também raramente apresentam uma

1 Victor Katz se refere a livros especificos para o ensino da algebra porque fala sobre o ensino no
contexto norte-americano.
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conceitua¢do do campo da algebra®. Em disciplinas que ministrei a licenciandos e pro-
fessores da escola basica, pedi-lhes uma resposta a pergunta: o que a palavra algebra
significa para vocé? Nas muitas respostas que colecionei, constatei tanto a presenga dos
mesmos elementos que aparecem nas defini¢des de Euler, Maclaurin e d’ Alembert aqui
reproduzidas, quanto a vinculagg@o do significado da algebra aos contetidos escolares
usualmente associados a ela. Vejamos algumas dessas respostas.

Resposta 1: Acredito que a algebra seja a parte da matematica que trata dos
simbolos, seus significados, operagdes e propriedades. A dlgebra ¢ uma for-
ma de generalizagdo da aritmética, uma forma de fazer operagdes, tratar de
nimeros que ndo estdo disponiveis para os calculos. A dlgebra ¢ a linguagem
que a matematica usa no seu discurso.

Resposta 2: A palavra dlgebra, na minha concepgao, esta relacionada a racio-
cinio e calculo. E a parte da matematica que une generalizagdes e resolugdo
de problemas. Enquanto professor, vejo a dificuldade dos alunos em traduzir o
problema ainda textual em conceitos matematicos, ou seja, transferir as infor-
magdes para linguagem matematica através do uso de variaveis (letras).

Resposta 3: Considerando minhas experiéncias como professor e, principal-
mente, como aluno, posso concluir que o conceito de “algebra’ que possuo
gira em torno da capacidade que um individuo possui em esquematizar
uma dada situag¢@o ou problema na linguagem propria que a matematica
possui. Existem varias maneiras de fazer esse tipo de esquema, e a algebra
teria como um dos objetivos estudar estas maneiras, como a utilizagcdo de
simbolos e operagdes.

As trés respostas transcritas, ainda que destaquem também outros aspectos
relacionados a algebra, como generalizagdo, calculos, propriedades e a caracteristica
instrumental de ferramenta para a resolug@o de problemas, tém em comum a énfase
na ligagdo entre algebra e linguagem, ou seja, realgam a dimensdo da algebra como
linguagem da matematica®. Entretanto, outras respostas ja nio sublinham tanto esse
aspecto da linguagem, conferindo maior relevo ao papel instrumental da dlgebra na
resolugdo de problemas — ¢ o caso das seguintes:

2 Imenes e Lellis (1997) apresentam, no Diciondrio llustrado que integra seu livro didatico para a 7*
série, a seguinte defini¢do para a algebra: “Parte da Matematica que estuda equagdes e calculos com
variaveis e incognitas, que sio representadas por letras”. (IMENES; LELLIS, 1997, p. 286).

3 Em todas as respostas transcritas dos trabalhos dos alunos, os negritos sdo nossos.
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Resposta 4: Algebra é um dos diversos ramos do estudo matematico e este
consiste em trabalhar com letras que representam, muitas vezes, incogni-
tas. Na algebra ¢ que se aprende a calcular o que inicialmente costuma
parecer impossivel.

Resposta 5: Estudo e resoluciio de problemas através de uma linguagem
matematica que utiliza letras para representar diversas variaveis.

Resposta 6: Significa um ramo da matematica que trata de valores desconhe-
cidos e envolve a aritmética para encontrar esses valores. E uma ferramenta
poderosa na resolucdo de problemas, mas requer, em algumas situacdes,
alto nivel de abstragao.

Observemos que a resposta 5 vincula o papel instrumental ao aspecto lin-
guistico da algebra: ¢é possivel resolver problemas desde que se use a algebra como
linguagem matematica. Contudo, ha respostas que, sem tocar no aspecto linguistico
ou no aspecto instrumental, conceituam a algebra a partir de referéncias curriculares
relativas a sua abordagem na escola, ou seja, identificam a algebra ao estudo dos
conteudos escolares a ela comumente associados.

Resposta 7: Algebra é a parte da matemética que estuda as equagdes, ine-
quacdes, sistemas e problemas, e as fungdes.

Resposta 8: Algebra seria o estudo de propriedades dos niimeros e assuntos
como determinantes, matrizes, que se desenvolvem com varias leis. Além
de nimeros, podemos ter incognitas, fungdes etc.

Essas duas ultimas respostas diferem das anteriores. Em vez de focalizar a
natureza da algebra, destacando-a como linguagem ou jogo de simbolos, sinais ou
signos, como as defini¢des de Maclaurin e d’Alembert e as respostas 1, 2 e 3, ou
acentuar sua finalidade — resolver problemas, encontrar coisas desconhecidas, como
as respostas 4, 5 e 6 e a definigdo de Euler, elas se centram nos topicos algébricos dos
curriculos usuais. Notemos, particularmente, que ambas essas respostas mencionam
as fungdes como algo associado a algebra, e a segunda delas cita, além das fungdes,
dois outros conteudos — as matrizes e os determinantes.

Levando em consideragao, sobretudo, a dimenséo da algebra como linguagem
¢ a identificacdo da algebra com o estudo dos contetidos tradicionalmente vincula-
dos a algebra escolar, que se tém mostrado recorrentes nas respostas aqui citadas e
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em outras, ¢ oportuno focalizar os dois conjuntos de estagios do desenvolvimento
da algebra propostos pelos historiadores, para, conforme proposto anteriormente,
subsidiar uma breve reflexdo acerca do ensino do tema na educagao basica. Os dois
conjuntos de estagios, como veremos, dizem respeito as transformacdes ocorridas
na linguagem algébrica no transcorrer do tempo e as modificagdes conceituais que
marcaram o percurso dos conhecimentos que hoje associamos a algebra. O primeiro
conjunto de estagios, mais conhecido e bastante divulgado em publicagdes referentes
a historia da matematica, concerne ao desenvolvimento da linguagem algébrica nas
fases retorica, sincopada e simbolica. O segundo conjunto, proposto pelo historiador
Victor Katz (2007), diz respeito a ocorréncia de quatro fases conceituais para a algebra:
a geométrica, a estatica de resolucao de equacdes, a fase dindmica da funcdo e a fase
abstrata, em que a estrutura ¢ o objetivo. A seguir abordamos os dois conjuntos.

Estagios na expressao das ideias algébricas

De acordo com Puig (1998) e Puig* e Rojano (2004), a distingdo de trés periodos
na evolugdo da linguagem da algebra foi estabelecida pelo alemao G. H. F. Nessel-
mann, em 1842, na primeira parte de seu livro Ensaio sobre uma historia critica da
dlgebra, intitulada 4 dlgebra dos gregos. Segundo Nesselmann, a distingao das trés
fases vem da consideragdo de como a representagdo formal das equagdes e opera-
¢oes ¢ realizada. Assim, ¢ descrita como retorica a algebra na qual os calculos sdo
expressos completa e detalhadamente por meio da linguagem comum, sem qualquer
uso de simbolos ¢ abreviagdes (PUIG; ROJANO, 2004). Embora na época em que
Nesselmann escreveu o seu livro os tabletes da Mesopotdmia nao tivessem sido
completamente analisados, o uso exclusivo da linguagem comum na proposicao e

4 Luis Puig (2008) vem se dedicando a pesquisa sobre as relagdes entre a historia das ideias algébricas
¢ a pesquisa em educagdo algébrica, caracterizando seu trabalho como um movimento de mao dupla
entre os textos historicos e os sistemas escolares, do seguinte modo: 1) da educagdo algébrica a historia
das ideias algébricas, no sentido de que o ensino e a aprendizagem da algebra sdo o que determina os
textos historicos a serem procurados e as questdes a serem dirigidas a tais textos; 2) da historia das
ideias algébricas a educacdo algébrica: o exame de textos historicos leva a: a) considerar novos itens que
devem fazer parte do que se chama modelo de competéncia, isto €, uma descri¢do do comportamento
competente considerado como o comportamento do sujeito ideal ou epistémico; b) obter novas maneiras
de compreender o desempenho dos alunos e, portanto, de desenvolver o que se denomina o modelo de
cognicdo; ¢) desenvolver modelos de ensino; 3) de volta a histéria: a atengéo ¢ redirecionada aos textos
historicos para questiona-los novamente, agora usando os resultados obtidos com os alunos, isto €, os
resultados provenientes do desempenho dos estudantes quando tudo que tiver sido extraido da analise
de ideias algébricas for incorporado ao modelo de ensino e a analise dos processos de ensino e aprendi-
zagem. 4) e assim por diante, repetidamente. O leitor interessado podera consultar esse artigo de 2008
e mais outros artigos recentes de Puig na revista Suma, intitulados Historias de Al-Khdrizmi publicados
no periodo de 2008 a 2011 no site http://www.uv.es/puigl/textos.htm (Acesso em 17 jun 2011).
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resolucdo de problemas considerados algébricos foi constatado desde a época dos
antigos babilonios (2000 a 1600 a. C) até o século III, quando o trabalho de Dio-
fanto de Alexandria registra a presen¢a de uma linguagem que ndo ¢ unicamente
a natural. No entanto, no estagio retorico, estaria, por exemplo, ainda, a algebra
de Al-Khwarizmi (século IX), em que tanto os problemas como suas solu¢des sao
apresentados inteiramente por meio de palavras.

A segunda fase proposta por Nesselmann ¢ a fase sincopada, em que a ex-
posicdo ainda ¢ de natureza retorica, mas faz uso de abreviagdes consistentes para
certos conceitos e operagdes que ocorrem frequentemente. Diofanto de Alexandria
teria sido o primeiro a introduzir um simbolo para a incognita, uma variante da letra
sigma. A escolha dessa variante se deve, provavelmente, segundo Polcino Milies
(2004), ao fato de, no sistema grego de numeragao, em que as letras representavam
também numeros, de acordo com sua posi¢@o no alfabeto, a variante da letra sigma
ndo fazer parte do sistema, e, assim, ndo corresponder a nenhum valor numérico
particular. Além de Diofanto, ainda conforme a abordagem de Nesselmann, os
europeus até a metade do século XVII se inserem no estagio sincopado. Frangois
Vigte (1540-1603), reconhecido por sua contribui¢do ao simbolismo pelo uso de
consoantes para representar coeficientes ¢ vogais para simbolizar as incognitas em
sua obra In artem analyticam isagoge (Introducdo a arte analitica), publicada em
1591, usava linguagem sincopada. Por exemplo, para ilustrar o estilo sincopado de
Viete, a forma 4 quad — B in A 2, aequatur Z plano, significava o que representari-
amos como x° — 2bx = ¢ (PUIG; ROJANO, 2004, p. 207).

A terceira etapa de desenvolvimento da linguagem algébrica, a fase simbolica,
caracteriza-se pela expressdo das ideias mediante o uso de simbolos, dispensando-se
completamente o recurso as palavras da linguagem comum. Victe, que ainda escrevia
num estilo sincopado, com sua utilizagdo das vogais para representar as incognitas e
consoantes para designar os coeficientes, ¢ geralmente indicado pelos historiadores
como aquele que iniciou a transi¢do da segunda para a terceira ¢ ultima etapa do
simbolismo algébrico. Ja Descartes (1596—1650) ¢ visto como aquele que consolidou
o uso da linguagem simbolica em 4 Geometria, um dos apéndices do Discurso do
Meétodo, publicado originalmente em 1637. Nessa obra, escrita em francés, Descartes
emprega as primeiras letras do alfabeto para simbolizar as quantidades fixas e as
ultimas para nomear as incognitas; ele também usou as notagdes x, xx, X%, x7, ... para
as poténcias (BELL, 1996).

Segundo Puig e Rojano (2004), para Nesselmann, a fase simbolica se caracte-
riza pelo fato de todas as principais formas e operagdes serem representadas em um
sistema de signos independente da expressao oral, sem a necessidade de qualquer
representagdo retorica (PUIG; ROJANO, 2004). A partir dessa primeira caracterizagao
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da algebra simbdlica por Nesselmann, para Puig ¢ Rojano, o fundamental ndo ¢ a
existéncia de letras para representar quantidades ou de signos estranhos a linguagem
comum para representar operagoes; o aspecto primordial ¢ “o fato de que se pode
operar com esse sistema de signos sem ter que se recorrer a sua tradugdo para a lin-
guagem comum” (PUIG; ROJANO, 2004, p. 199). Esse aspecto vincula-se claramente
a afirmagdo de Goethe com que iniciamos este texto, além de remeter ao que Gémez-
Granell (1997) caracteriza como a existéncia de dois tipos de tendéncias no ensino
da matematica — as que enfatizam as dimensdes sintaticas e as que privilegiam as
dimensoes conceituais ou semanticas. Retomaremos esse assunto adiante.

Focalizemos, a seguir, o segundo conjunto de estagios de desenvolvimento
da algebra, tendo como referéncia o trabalho de Katz (2007).

Estagios conceituais no desenvolvimento da algebra

Os quatro estagios propostos por Victor Katz (2007) sintonizam-se, como veremos,
com as respostas sobre o significado da palavra “algebra” que remetem aos contetidos
escolares associados ao campo. Para o historiador, tanto nesse conjunto dos estagios
conceituais quanto no das fases da expressdo das ideias algébricas, as etapas ndo
sdo disjuntas: um estagio ndo termina completamente antes de comegar o outro, e
sempre se encontram superposicdes. No caso das fases da linguagem algébrica, por
exemplo, muito depois do aparecimento da forma sincopada na obra de Diofanto,
no século 111, Al-Khwarizmi, no século IX, usava o estilo retérico.

A primeira fase conceitual de Katz ¢ a fase geométrica que caracterizou os
primordios da algebra, na Mesopotamia, por volta de 4000 anos atras. A matematica
babilonia contém ideias que podemos considerar algébricas com base na conceitua-
¢do de algebra de Maclaurin e Euler no século X VIII. A parte dessa matematica que
denominamos “dlgebra babilonia” liga-se, segundo Katz, a uma geometria de “cortar
e colar” que provavelmente surgiu das necessidades dos agrimensores em relagdo a
divisdo da terra. Estao relacionados a essa geometria muitos antigos tabletes de argila
datados de 1700 a 2000 a. C. nos quais ha listas de problemas que hoje chamamos
“problemas do segundo grau” cujo objetivo ¢ encontrar quantidades geométricas
como as dimensdes de um retangulo. Katz apresenta, como exemplo, um problema
do tablete YBC 4663 que descreve a resolucao do problema de achar essas dimensoes
com a informagao de que sua soma ¢ 6 % ¢ a area do retangulo é 7 %. Essa resolu-
¢do contém passos detalhados e ndo apresenta figuras. O escriba divide 6 2 por 2,
obtendo 3 Y. Em seguida, eleva ao quadrado 3 % para obter 169/16. Desse valor
(area), subtrai a area dada (7 %) e encontra 3 1/16. A raiz quadrada desse niimero
¢ extraida: 1 %. Finalmente, o escriba observa que o comprimento do retdngulo ¢é
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3%+ 1% =25, enquanto a largura ¢ 3 % - 1 %4 = '4. Katz mostra que o tablete indica
0 uso de um procedimento geométrico pelo escriba: ele divide por 2 a soma das
dimensdes do retangulo e em seguida eleva o resultado ao quadrado, obtendo a area
desse quadrado. Desse valor, ele subtrai a area do retdngulo e encontra um niimero
do qual extrai a raiz quadrada. Esse numero (1 %), somado e subtraido a metade da
soma das dimensoes, fornece as duas dimensodes procuradas.

Katz explica o procedimento geométrico que leva a solucdo ¢ o seguinte: a
soma 6 7> das dimensdes do retangulo ¢ dividida por 2 e constréi-se um quadrado
cujo lado, 3 4, ¢ essa metade. A area desse quadrado excede a do retangulo origi-
nal (de area 7 %2) de 3 1/16. Somando a 3 ¥4 a medida do lado do quadrado de area
3 1/16, que € 1 3/4, é obtida uma das dimensdes do retdngulo; subtraindo o mesmo
valor de 3 %, chega-se a outra dimenséo.

Assim, os babilonios, ao resolverem equacdes por um procedimento geo-
métrico, usando uma linguagem puramente retorica, praticam a etapa da algebra
denominada geométrica. Para Katz, os gregos, que, como se supde, aprenderam
dos egipcios e babilonios, e cujo conhecimento matematico significava, sobretudo,
a geometria, também se inserem no estagio geométrico da algebra, porque aquilo
que pensamos como nogdes algébricas se apresentava no trabalho de Euclides e
Apolonio no contexto geométrico. Particularmente, o livro II dos Elementos, que
contém 14 proposig¢des, vem sendo ha muito chamado e é conhecido como “algebra
geométrica” por apresentar resultados que podem ser facilmente traduzidos para a
linguagem algébrica que se desenvolveu muito depois. Por exemplo, a proposi¢ao
4, “Caso uma linha seja cortada, ao acaso, o quadrado sobre a reta toda ¢ igual
aos quadrados sobre os segmentos e também duas vezes o retangulo contido pelos
segmentos” (EUCLIDES, 2009, p. 137), ¢ traduzida pelo que designamos como o
produto notavel (a + b)>=a?+ b*>+ 2 ab.

Katz apresenta varios outros exemplos da algebra geométrica de Euclides
¢ lembra que, embora a explicac¢@o para a resolugdo de equacdes pelos babilonios
seja geométrica, eles também desenvolveram algoritmos ou procedimentos sem essa
caracteristica. O historiador afirma que existiu um momento em que a historia da
algebra se movimentou em dire¢do a um segundo estagio, o de resolugdo de equa-
¢des, em que os algoritmos vao substituindo os procedimentos geométricos. Assim,
no século III, Diofanto, que, como vimos, ¢ considerado o introdutor da linguagem
algébrica sincopada, resolveu equagdes do segundo grau baseando-se somente em
ntmeros, e, na india, a formula para a resolugio dessas equagdes apareceu sem
qualquer apoio geométrico ja no século VI.

O estagio estatico de resolugio de equagdes se evidencia, de acordo com Katz
(2007), com o livro de Al-Khwarizmdi, escrito em Bagda por volta do ano 825. Esse
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livro tem o titulo traduzido como Livro conciso de cdlculo de al-jabr y al-muqdbala®
(PUIG, 1998) ¢ sua primeira parte ¢ um manual para resolver equacdes do primeiro e
segundo graus. Katz explica que o autor apresenta de forma inteiramente verbal, sem
usar simbolos, os algoritmos para resolver os seis tipos de equacgdes que focaliza. A
justificativa de cada algoritmo é geométrica, mas, de acordo com Katz, o procedimento
de Al-Khwarizmi se diferencia do babilonio, porque as solu¢des dos problemas, que sao
frequentemente mais abstratos do que problemas que tratam de comprimentos e largu-
ras, ndo fazem uso do apelo geométrico, baseando-se exclusivamente nos algoritmos
expostos. Embora somente em linguagem retérica, Al-Khwarizmi diz como traduzir
cada situagdo para uma equacao, simplifica e resolve essa equagdo. Katz salienta que
o enfoque de Al-Khwarizm1 marca a mudanca decisiva do estagio geométrico inicial
para o estagio estatico de resolugdo de equagdes. Essa abordagem, referente a equagdes
de 1° e 2° graus, ¢ a que foi transmitida para a Europa nos séculos XII e XIII, como,
por exemplo, na obra de Leonardo de Pisa ou Fibonacci (c. 1170-1230).

Na Italia do século X VI, como se sabe, varios matematicos conseguiram re-
solver equacdes do terceiro e quarto graus, sempre no contexto estatico descrito por
Katz, ainda que se perceba a transi¢ao da etapa retorica para a fase sincopada, e, depois
para a fase simboélica moderna do primeiro conjunto de estagios de que falamos.

Katz relaciona fortemente a mudancga para o terceiro estagio conceitual, a
fase dinamica da fungdo, ao aparecimento ¢ a consolida¢do da notagao. Segundo ele,
comega-se a investigar coisas diferentes de encontrar a solugdo para um problema
expresso por uma equagdo; ha muitas razdes para isso e uma delas foi o interesse
crescente na trajetoria dos planetas. Galileu (1564—1642) e Kepler (1571-1630)
precisavam nao de um niimero, mas de uma curva inteira para sua pesquisa. Embora
Apoldnio, que viveu no século IIT a.C., lhes fornecesse seu estudo sobre as conicas
para representar o movimento, eles ndo dispunham de uma notagao util para isso,
e Galileu, usando um argumento puramente geométrico, sem qualquer simbolismo
algébrico, demonstrou que se 0 movimento de um projétil tem uma componente
horizontal e uma componente vertical de aceleragdo para baixo, o projétil descreve
uma linha semiparabdlica. De acordo com Katz, Kepler, ao tratar o movimento dos
planetas, também usa apenas geometria. Somente no século XVII é que a geometria
analitica de Descartes e Fermat (1601-1665) propiciou a representagao algébrica de

5 Atribui-se a origem da palavra “algebra” a essa obra, pois considera-se que foi o livro de Al-Khwarizmi
o responsavel pela difusdo desse ramo do conhecimento matematico na Europa. Segundo Boyer (1996), a
palavra al-jabr significa algo como “restauragdo” e parece referir-se a transposi¢ao de termos de um para
outro membro da equacdo, enquanto a palavra mugabalah tem o sentido de “redugdo” ou “equilibrio”,
isto ¢, diz respeito ao cancelamento de termos semelhantes em lados opostos da equagdo. Boyer lembra
que, no D. Quixote de Cervantes, a palavra “algebrista” designa um “restaurador” de 0ssos, o que atesta-
ria a influéncia arabe na Espanha cerca de oitocentos anos depois da época de Al-Khwarizmi.
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curvas que contribuiu para o estudo do movimento. Assim, a linguagem simbdlica,
terceira das etapas de desenvolvimento da expressao das ideias algébricas, relaciona-
se diretamente aos rumos tomados conceitualmente pela algebra.

No decorrer do século XVIII, a algebra se desenvolveu cada vez mais no
sentido de representar trajetorias de movimentos, e encontrar essas trajetorias se
tornou um problema central, a0 mesmo tempo em que se comegou a pensar se as
manipula¢des algébricas que estavam sendo feitas eram corretas. Ainda havia, no
século XIX, preocupagdes quanto ao sentido dos numeros negativos e ao status dos
numeros complexos. A busca de um sistema axiomatico para os calculos que eram
feitos assinala a mudanga para o quarto e ultimo estagio conceitual da algebra, o
abstrato. Nesse estagio, de acordo com Fiorentini, Miguel e Miorim (1992, p. 78), o
trabalho centra-se “no estudo das operagdes arbitrariamente definidas sobre objetos
abstratos, ndo necessariamente interpretaveis em termos quantitativos, isto ¢, sobre
estruturas matematicas tais como grupos, anéis, corpos etc.” Foi nesse contexto
que se desenvolveram os trabalhos de George Peacock (1791-1858), Augustus De
Morgan (1815-1864), Evariste Galois (1811-1832), Niels Abel (1802—1829), Arthur
Cayley (1821-1895), William Rowan Hamilton (1805—-1865), que haviam sido pre-
cedidos por Lagrange (1736—1813) quando este introduziu a ideia das permutagdes
no interior do estudo das solugdes de equagdes algébricas de grau superior a quatro
a partir das solug¢des de Cardano para as equagdes do 3° e 4° graus®.

Katz (2007, p. 197) sublinha que, por volta do inicio do século XX, a algebra
tinha se tornado “menos encontrar solu¢des para equacgdes e mais procurar estruturas
comuns em muitos ¢ variados objetos matematicos, sendo os objetos definidos por
conjuntos de axiomas”, e termina nesse momento, no quarto estagio conceitual, sua
caminhada pela histdria da algebra.

Algumas reflexdes para o ensino suscitadas pelos dois conjuntos

de estagios da algebra

Como foi visto, o primeiro conjunto de estagios se refere as diferentes caracte-
risticas da linguagem algébrica ¢ o segundo trata de concepgdes diferentes para o
conhecimento algébrico ao longo do tempo. Nota-se também que a apresentagao
dos quatro estagios conceituais da algebra por Katz ¢ realizada em relagdo direta
com os trés estagios de desenvolvimento da linguagem algébrica. Em rela¢do ao
segundo conjunto de estagios, fica evidente, na sintese que fizemos do artigo de

6 Aqui ndo vamos nos estender sobre o tema da algebra abstrata. O leitor interessado, além dos livros
tradicionais de historia da matematica, podera ler com proveito o trabalho de Polcino Milies (2004).
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Katz (2007), que conhecimentos que foram sendo incorporados ao ensino escolar
de diversas maneiras com o passar dos anos pertencem a etapas conceitualmente
distintas na historia da algebra. Nosso proposito, nesta se¢do, ¢ apresentar algumas
entre as muitas consideragdes que podem ser feitas quando pensamos no ensino da
algebra na educagdo basica tomando como referéncia ambos os conjuntos de etapas
historicas brevemente expostos neste texto. A ideia subjacente a essas considera-
¢des, que ndo é nova na educagdo e nem exclusiva para a matematica’, tem sido
chamada de argumento ou principio genético; esse principio ou argumento pode
ser enunciado em sua forma mais estrita da seguinte maneira: todo individuo, em
sua construgdo particular do conhecimento, passaria pelos mesmos estagios pelos
quais a espécie humana teria passado na construcao desse conhecimento (MIGUEL;
MIORIM, 2004). Nao acreditamos no carater determinista desse argumento, mas,
como Miguel ¢ Miorim (2004), ndo negamos o condicionamento reciproco entre
passado e presente, ou seja, pensamos que, se na aprendizagem matematica, cada
pessoa ndo precisa vivenciar todas as fases historicas de um conhecimento, ¢ plau-
sivel que aspectos portadores de dificuldades no passado da matematica também se
apresentem como problematicos na educacao. Essa ideia deve, segundo pensamos,
estar presente sempre em nosso trabalho como professores. Especialmente no que se
refere a preparacdo para a abstra¢do, o conhecimento da historia nos mostra que foi
preciso “muito tempo e experiéncia com a abstracdo para se estar a vontade com as
abstragdes formais particulares que caracterizam a matematica moderna”, conforme
Bill Barton escreve em Katz (2007, p. 199).

E possivel percebermos que os contetidos identificados com a algebra nas
respostas que transcrevemos, ainda que sem esgotar a lista de conhecimentos da
algebra escolar, pertencem a diferentes fases conceituais de acordo com a proposta
de Katz. Também ¢ possivel observar que essa lista, mesmo que apresente certa
estabilidade, muda de acordo com o periodo que focalizamos. Assim, se hoje, em
nosso pais, dificilmente encontraremos alguma referéncia a estruturas como grupos,
anéis, corpos e espagos vetoriais nos curriculos e livros para a educagao basica, houve
um momento em que esses topicos eram incluidos no ensino pré-universitario. Foi o
periodo em que foram hegemonicas as ideias veiculadas pelo movimento da mate-
matica moderna. Entretanto, mesmo sem aparecerem explicitamente, essas estruturas
subjazem aos contetdos da escola basica. A orientacdo atual esta de acordo com a
consideracdo do proprio Katz (2007) sobre o desenvolvimento tardio na historia da
axiomatica na algebra: o historiador afirma que

7 Propostas que argumentam em favor da consideragdo de que a aprendizagem do individuo ocorre de
modo similar & da humanidade, estdo registradas ha muito. De acordo com Schubring (2011), as origens
dos enfoques genéticos podem ser colocadas na emergéncia da ciéncia moderna por volta do século XVI.
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Antes que se ensine “algebra abstrata”, isto €, grupos, anéis, corpos € assim por
diante, via defini¢des axiomaticas, € crucial que os alunos tenham exemplos su-
ficientes a sua disposi¢ao para entender por que € util generalizar. Eles precisam
entender por que certos conjuntos de axiomas foram escolhidos. O tnico modo
de ganhar essa compreensao ¢ por meio de experiéncia suficiente com exemplos.
Portanto, seria razodvel que a axiomatica, juntamente com a abstragao cada vez
maior, aparecesse mais tarde do que cedo no curriculo (KATZ, 2007, p. 198).

Outras observagdes de Katz também parecem estar sendo contempladas,
se ndo nas praticas, pelo menos nos livros didaticos brasileiros da atualidade: por
exemplo, um breve exame nos mostra a associa¢ao da algebra a geometria na abor-
dagem de alguns topicos como os produtos notaveis ¢ a fatoragdo, o que remete a
primeira etapa conceitual da algebra. Do mesmo modo, a ideia de fungao, desenvol-
vida posteriormente na historia em relagdo as equagoes, tem sido proposta no final
do ensino fundamental e no ensino médio, apds os estudantes terem desenvolvido
experiéncias com a geometria e com as manipulagdes algébricas.

A proposi¢do da resolucao de problemas como tendéncia no ensino, que tem
tido ressonancia no Brasil em documentos curriculares importantes como os Para-
metros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997 ¢ 1998), é também uma consideragao
que encontramos no artigo de Katz (2007), explicita nos comentarios desenvolvi-
dos por Bill Barton, pesquisador da Nova Zelandia. No que diz respeito a algebra,
Barton destaca que historicamente o campo nao foi motivado por uma necessidade
abstrata de generalizar a aritmética, mas pela necessidade de resolver problemas
particulares, tanto do mundo real quanto das investigagcdes matematicas. Assim, faz
sentido ponderar que uma base de resoluc¢ao de problemas pode ser muito util para a
educagdo algébrica, contribuindo para a superacdo de barreiras que a algebra parece
representar para muitos estudantes. Nas palavras de Barton

Ainda que a algebra tenha se transformado, no decorrer das etapas mais re-
centes da historia, em uma ferramenta poderosa para descrever e usar sistemas
matematicos, a maioria das pessoas nunca precisara interagir com ela nesse
papel. Assim, colocar a algebra essencialmente como generalizagdo matematica
durante a escolariza¢do obrigatdria provavelmente ndo sera muito util, e até
agora ndo tem sido algo bem sucedido pedagogicamente. [...] Isso ndo significa
ignorar a necessidade de que a algebra escolar seja transformada, em niveis
mais adiantados, no estudo e uso dos sistemas matematicos € axiomaticos. Mas,
como a historia nos ensina, uma introdugdo por meio da resolugdo de problemas
¢ consistente com esse desenvolvimento (KATZ, 2007, p. 199).
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Queremos ainda dizer algumas palavras especiais em relacdo ao primeiro
conjunto de estagios, referentes ao desenvolvimento da linguagem algébrica. Aqui,
trata-se de prestar atengdo ao fato de que a fase simbolica representa a ultima de um
longo processo e retomar a ideia enfatizada por Puig e Rojano de que essa etapa,
consolidada a partir do século XVII, possibilitou operar com um sistema de signos
sem ter que se recorrer a sua tradugdo para a linguagem comum, ou seja, sem associar
esses signos a situagdes ¢ contextos de referéncia. Carmen Gomez-Granell (1997)
salienta, como ja dissemos, a presenga de dois tipos de tendéncias no ensino — as
sintaticas e as semanticas. Nas primeiras, predominam os aspectos sintaticos € o ensino
da matematica se baseia muito mais na manipulag@o de simbolos ¢ regras do que no
significado dos mesmos; nas segundas, da-se prioridade ao estudo dos aspectos con-
ceituais da matematica e o que se considera importante ¢ que os alunos entendam ou
construam o significado das operagdes e dos conceitos. Nesse segundo tipo, considera-
se que as criangas, desde muito cedo, apresentam procedimentos e formas proprias de
raciocinio, de carater nao formal, diferentes daqueles da matematica escolar, que lhes
permitem ir construindo progressivamente os significados matematicos, e que devem
ser potencializados nas praticas pedagogicas. Ao mesmo tempo, nessas tendéncias,
atribui-se um papel secundario a linguagem e chega-se a pensar que, uma vez que
entendam o significado dos procedimentos e conceitos matematicos, os alunos nao
terdo dificuldade em dominar a linguagem formal. Acreditar-se-ia, nessas tendéncias,
portanto, que a aprendizagem da linguagem simbolica ocorreria automaticamente.

Mostram os estudos, porém, que isso ndo acontece, e desse modo, tanto as
tendéncias sintaticas quanto as semanticas tém aspectos desfavoraveis: as primei-
ras, porque os simbolos sdo manipulados de acordo com regras ndo compreendi-
das, o que torna dificil usa-los para resolver problemas de forma significativa; as
segundas, porque a compreensdo mediante o uso de procedimentos intuitivos ¢
situacdes concretas ndo garante o acesso as regras sintticas e as convengdes de
notacdo proprias do simbolismo matematico. Torna-se necessario integrar ambas
as tendéncias, pois, como ocorre em qualquer linguagem, dominar a linguagem
matematica requer conhecer seus aspectos sintaticos e semanticos. A historia nos
mostra o longo tempo necessario para o amadurecimento da forma de expressao das
ideias algébricas até o simbolismo e as regras da terceira e ultima fase. Sdo esses
simbolos e essas regras que desejamos que os alunos da escola basica aprendam
para avangar em seus conhecimentos. Afinal, acreditamos que conhecer matematica
e especialmente algebra “implica dominar os simbolos formais independentemen-
te de situagdes especificas ¢, a0 mesmo tempo, poder devolver a tais simbolos o
seu significado referencial e entdo uséa-los nas situagdes e problemas que assim o
requeiram” (GOMEZ-GRANELL, 1997, p. 274).
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Muitas pesquisas vém sendo feitas ligando historia e ensino da algebra e
muito ainda precisa ser realizado para que conhegamos mais profundamente o tema
de modo a podermos dispor de instrumentos mais diretos que auxiliem o professor
em sala de aula. Nao pretendiamos, como dissemos, trazer, com este artigo, aportes
imediatos para o trabalho dos professores da educag@o basica. Contudo, esperamos
que as ideias aqui esbocadas possam propiciar reflexdes que contribuam para o
aperfeigoamento do trabalho desses docentes.
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