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Resumo

Nesta sugestdo de aula apresentamos uma proposta de investigagdo matematica sobre matrizes e de-
terminantes, articulada com o software GeoGebra. A ideia, trabalhada com alunos do segundo ano
do ensino médio em um laboratério de informatica, tem como objetivo mostrar o carater dedutivo do
pensamento matematico na tentativa de generalizar uma propriedade dos determinantes.

Palavras-chave: Investigacdo Matematica. Ensino Médio. Matrizes. Determinantes. GeoGebra.

Mathematical investigation with GeoGebra: an example with
matrices and determinants

Abstract

In this class suggestion, we propose a math investigation on matrices and determinants, using GeoGebra
software. The idea, apply in a computer lab with sophomore high school students, has as its main goal
to show the deductive character of the math thought process, in an attempt to generalize one property
of the determinants.
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Introducao

Com o software GeoGebra podemos contemplar geometria dindmica e algebra, inte-
ragindo entre si na mesma tela, possibilitando o usuario relacionar as varias faces de
um mesmo objeto matematico. O programa permite trabalhar conceitos matematicos
do ensino fundamental, médio e também conceitos de calculo diferencial, geometria
euclidiana, geometria analitica e altera-los dinamicamente apds a construgdo ser
finalizada. Esse dinamismo permite que o aluno perceba diversas relagdes entre
os objetos matematicos, faga conjecturas e até mesmo formalize os resultados, de
forma visual, no proprio software. Além das operacdes usuais o GeoGebra deriva,
integra fungdes, oferece comandos diversos, entre eles, comandos para encontrar
raizes e pontos extremos de uma fungdo. Seu uso tem sido extensamente explorado
por diversos professores.

A proposta

O GeoGebra possibilita um trabalho investigativo para a realizagdo de provas
de conjecturas levantadas tanto pelo professor como por alunos. Relatamos aqui
uma experiéncia para ilustrar tal situagdo. Durante uma aula de matematica, no
desenvolvimento de uma atividade, uma estudante nos apresentou uma conjectura,
resultado de sua a experiéncia ao calcular soma de matrizes e determinantes. Nessa
atividade, embora sem a utiliza¢do do grafico que o software permite, foi possivel,
depois de certas experimentagdes, conjecturar uma propriedade interessante do
calculo de determinantes.

A aluna apresentou-nos alguns exemplos de calculos de determinantes as-
sociados a uma matriz 2x2. Depois de varios exemplos dados por ela, solicitamos
exemplos com matrizes 3x3. O exemplo imediatamente apresentado foi o de uma
matriz com os seguintes elementos consecutivos: 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8 ¢ 9, que
no GeoGebra, na entrada de comandos, ¢ escrita M={{1,2,3},{4,5,6},{7,8,9}}
e na janela algébrica ¢ representada como nos livros didaticos. Para calcular o
determinante, basta escrever na entrada de comandos Determinante [M], dar en-
ter, ¢ obtém-se na jancla algébrica seu valor, neste caso zero. A imagem abaixo
ilustra essas ideias.
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Solicitamos a discente que apresentasse outro caso e foi dado o exemplo de
uma matriz com os elementos: 3,4,5,6,7,8,9, 10 e 11, com determinante também
igual a zero. Apds a realizagdo de varios célculos com niimeros consecutivos, 0s
alunos conjecturaram algo interessante: o determinante de matrizes com elementos
consecutivos € sempre zero.

Entdo pedimos aos estudantes para verificarem se isso era um fato geral.
Solicitamos uma prova da conjectura. Muitos alunos voltaram a experimentar no
GeoGebra diversos outros exemplos com a caracteristica citada, constatando que o
valor desses determinantes eram sempre zero. Também foram incorporados sequén-
cias de numeros decimais, como por exemplo, M={{2.5,3.5,4.5}, {5.5, 6.5, 7.5},
{8.5,9.5, 10.5} }, confirmando a conjectura inicial. Ampliando nossa investigagao,
sugerimos que escrevessem na entrada de comando M={{n,n+1, n+2},{ n+3, n+4,
n+5},{ n+6, n+7, n+8}}, fazendo o valor de n variar no intervalo [-5,5], também
confirmando a conjectura. Isso, entretanto, ndo pode ser usado como a demonstragao
formal do fato, pois neste caso, embora a variavel assuma diversos valores dentro
de um intervalo, ndo assume todos esses valores. Além do mais, os valores externos
ao intervalo ficaram excluidos da verificacao.
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Ao continuar investigando o caso, exploramos o fato de que toda proprieda-

de valida para linhas também ¢é valida para colunas. A partir de entdo passamos a

trabalhar com nimeros consecutivos em forma de colunas.

Para demonstrar a validade da conjectura, para o caso 3x3, procedemos apli-

cando propriedades dos determinantes ¢ percebemos que a primeira proposta, para

confirmar a conjectura, ndo foi bem assimilada pelos alunos, embora fosse adequada

a série trabalhada. Assim, aproveitamos o momento para explora-la e comprovar

a validade da conjectura. Na realizacdo dessa tarefa foi percebido por todos que a

variavel n pode ser um nimero real qualquer:
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n 3 n+6
n+l 3 n+7
n+2 3 n+8

n n n+6
n+l n+1 n+7
n+2 n+2 n+8

n n+3 n+6
n+l n+4 n+7
n+2 n+5 n+8

+

n 3 n+6 n 3 6 n 3 n
=n+1 3 n+7(=n+1 3 6|+n+1 3 n+1=0
n+2 3 n+8 n+2 3 6 n+2 3 n+2

Também aproveitamos o momento para explorar outras propriedades dos
determinantes, mostrando que o célculo poderia ser efetuado por outras vias. Na
realizacdo do raciocinio abaixo ficou evidenciado um entendimento melhor da
propriedade:

n n+3 n+6 n n+3 n+6
n+l n+4 n+7|=|1 1 1 =0
n+2 n+5 n+8 2 2 2

Num cenario ae mvesugagao, a pergunta sequenclal seria soore a validade
dessa regra para matrizes de outra ordem. Incentivamos primeiramente o caso 4x4.
Os alunos fizeram diversas experimenta¢des no GeoGebra, como anteriormente,
comprovando que a mesma conjectura era valida neste caso também. A formaliza-
¢do foi realizada como mostra o calculo a seguir. Aqui a propriedade também foi
explorada em mais de uma via, em consoércio com propriedades dos determinantes,
articulando com conhecimentos desenvolvidos anteriormente. A primeira demons-
tracdo do fato foi feita como segue:

n n+4 n+8 n+12
n+1 n+5 n+9 n+13|_
n+2 n+6 n+10 n+ 14|
n+3 n+7 n+11 n+15

n n n+8 n+12 n 4 n+8 n+12
_In+1 n+1 n+9 n+13 n+l1 4 n+9 n+13
“"In+2 n+2 n+10 n+14 n+2 4 n+10 n+14
n+3 n+3 n+11 n+15 n+3 4 n+11 n+15
n 4 4 n+12 n 4 n+4 n+12
n+1 4 4 n+13 n+1 4 n+5 n+13
n+2 4 4 n+14 n+2 4 n+6 n+14
n+3 4 4 n+15 n+3 4 n+7 n+15
n 4 n n+12 n 4 4 n+12
_In+1 4 n+1 n+13 n+1 4 4 n+13 -0
n+2 4 n+2 n+14 n+2 4 4 n+14
n+3 4 n+3 n+15 n+3 4 4 n+15
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A outra forma escolhida para demonstrar o fato estd ilustrada abaixo:

n n+4 n+8 n+12 n n n+8 n+12
n+l n+5 n+9 n+13(_ |1 1 1 L
n+2 n+6 n+10 n+14 2 2 2 2 '
n+3 n+7 n+11 n+15 3 3 3 3

Para uma matriz quadrada de ordem k qualquer, maior ou igual que 3, po-
demos demonstrar como segue:

n n+k n+ 2k v  n+k—=1Dk
n+1 n+k+1 n+2k+1 ... n+(k-1Dk+1]_
n+k—1 n+2k—-1 n+3k—-1 .. n+k?—-1

n n+k n+2k .. n+(k—-1k
1 1 1 1

k=1 k-1 k-1 .. k-1

A dificuldade neste caso ficou relacionada a ordenar os termos. Mas tal difi-
culdade foi superada observando casos particulares.

Restava-nos investigar as matrizes 2x2: | ™ 7T -

_ 2 2
n+1 n+3—n+3n =

2n —n — 2 = —2, constatando que, para esse caso, o determinante ¢ sempre igual a -2.

Assim, foi possivel enunciar a regra geral. Toda matriz quadrada de ordem
maior ou igual a 3, em que os elementos estdo dispostos consecutivamente, em
forma de linhas ou de colunas, possui determinante nulo. No caso especial em que
a matriz tem ordem 2, o determinante ¢ sempre -2.
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