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Resumo

No presente texto, exibimos algumas possibilidades para formalizar o contedo matematico e um
contexto histdrico, referente a uma sequéncia numérica de forma linear e recorrente, conhecida como
Sequéncia de Padovan ou Cordonnier. Ao longo do texto sdo discutidas algumas defini¢des, a
abordagem matricial e a relagdo desta sequéncia com o niimero pléstico. A exploracdo explicita dos
possiveis caminhos utilizados para formalizar o assunto matematico explorado, vem com um carater
epistemologico, conservando ainda a inten¢do exploratéria desses nimeros e sempre cuidando do
rigor matematico abordado.
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Exploring the Padovan Sequence through Historical Research and
Epistemological Approach

Abstract

In the present text, we present some possibilities to formalize the mathematical content and a
historical context, referring to a numerical sequence of linear and recurrent form, known as Sequence
of Padovan or Cordonnier. Throughout the text some definitions are discussed, the matrix approach
and the relation of this sequence with the plastic number. The explicit exploration of the possible
paths used to formalize the explored mathematical subject, comes with an epistemological character,
still conserving the exploratory intention of these numbers and always taking care of the mathematical
rigor approached.
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Introducao

Visando a compreensdo e o entendimento adequado acerca do processo de evolucdo e generalizacao
das ideias matematicas, algumas podendo ser registradas por intermédio da percepcao de
exemplos,pode-se observar este processo e realizar uma discussao em torno dos nimeros de Padovan.
De acordo com Padovan (2002), a natureza pode ser considerada como algo indescritivel e
insondavel, e, a ciéncia e a arte s20 como uma espécie de abstracdes que tentamos compreendé-las.

A Sequéncia de Padovan ¢ lembrada pelos nimeros (1,1,1,2,2,3.,4,5,...), pela recorréncia
P =P _,+P_, e pela equagdo caracteristica x’ —x—1=0, possuindo ainda origens historicas na
Segunda Guerra Mundial, e sendo comparada a outra sequéncia recorrente conhecida como Sequéncia
de Fibonacci, porém esta tltima ¢ de 2* ordem.

Além do mais, abordaremos sobre o nimero hibrido, o qual ¢ denotado por K e contém trés
sistemas numéricos juntos, sejam eles os numeros complexos, duais e hiperbolicos, estados
combinados e mistos esses tipos de trés nimeros, e apresentaremos a defini¢do dos nimeros hibridos,

como os numeros hibridos se comportam quanto as operagdes e sua defini¢do da forma matricial.

Definicoes e Contexto Historico

Iniciando os estudos desta sequéncia, definiremos a sua formula de recorréncia.

Definicéio 1. Para n € N | a Sequéncia da Padovan ou Cordonnier ¢ obtida por meio da formula de
recorréncia:
R=R=F=1
P =F_,+F_;,n=3
De posse dessa recorréncia, podemos descrever a solucao (1,1,1,2,2,3,4,5,...) como sendo
uma sequéncia de 3* ordem, denominada abreviadamente como (P,), e sendo o conjunto que o
compdem, como os numeros de Padovan ou Cordonnier. Alguns outros valores de inicializagao
diferentes da definicao desta sequéncia podem ser atribuidos. Doravante, utilizaremos a terminologia
Sequéncia de Padovan ou Cordonnier e a notacdo (P,) representando a mesma sequéncia ao longo
do texto.
Assim, a sequéncia de Padovan a qual o nome foi atribuido pelo arquiteto italiano Richard
Padovan (1935 - ?), nascido na cidade de Padua (STEWART, 1996), ¢ uma espécie de parente de
uma outra mais conhecida, como Sequéncia de Fibonacci, aritmética e de numeros inteiros. Gérard

Cordonnier (1907 — 1977), cuja a imagem € lembrada na Figura 1, também desenvolveu alguns
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estudos acerca destes nimeros, mais especificamente sobre o numero plastico (nimero radiante); com
1sso a sequéncia também ¢ conhecida como Sequéncia de Cordonnier.

Richard Padovan nasceu em 1935 e estudou arquitetura na Architectural Association,
Londres (1952-57). Ele acreditava, no entanto, que sua verdadeira educagdo voltada para a arquitetura
comecgou quando encontrou o trabalho e pensamento do arquiteto holandés Dom Hans van der Laan,
em 1974. Em 1999, ele publicou Proportion: Science, Philosophy, Architecture. Seu ultimo livro,
Rumo a Universalidade: Le Corbusier, Mies e De Stijl, em 2002, contrasta os grandiosos ideais
filos6ficos do modernismo europeu. Gérard Cordonnier nasceu em 7 de abril de 1907 em Bailleul

(Norte), e morreu subitamente em Lhez, nos Altos Pirineus, por acidente de estrada, em 12 de julho
de 1977.

Figura 1 — Gerard Cordonnier

Fonte: Google Imagens

Pode-se destacar o holandés Hans Van Der Laan (1904 - 1991) que conduziu o curso de
arquitetura na Technische Hogeschool de Delf. Utilizou a basilica cristd primitiva de abadia como
exemplo para treinar arquitetos na reconstrugao de igrejas apds a Segunda Guerra Mundial (VOET;
SCHOONIJANS, 2012). Laan e seu irmdo buscavam padrdoes para a arquitetura mediante
experimentos com pedras e depois com materiais de constru¢do, e acabaram por descobrir um novo
padrdo de medidas em que a construgdo se dava por intermédio de um numero irracional, ideal para
se trabalhar em escala geométrica e objetos espaciais (retangulos, trapézios, elipses, e etc). Este
nimero ¢ conhecido como nimero plastico ou nimero radiante, e foi estudado primeiramente por
Gérard Cordonnier. Uma analogia ¢ feita do nimero pléstico em relagdo a musica: na musica podem-
se tocar acordes, com o numero radiante ¢ possivel compor paredes, salas e etc.

Uma representagdo geométrica em 2D de Padovan (Figura 2) foi desenvolvida no software
Geogebra para explorar a geometria desta sequéncia. Esta ¢ composta pela justaposi¢ao de triangulos
equilateros respeitando uma regra de construgdo caracteristica. Considere o triangulo de lado 1

destacado em azul como o triangulo inicial. A formagdo da espiral se d4 pela adi¢do de um novo
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triangulo equilatero ao maior lado do poligono formado, inicialmente o tridngulo azul. Apds a adigao
dos demais triangulos ¢ formado um novo poligono, conhecido como pentagono plastico. A espiral

se apresenta ao conectar com um arco duas extremidades do novo tridngulo adicionado.
Figura 2 — Espiral de Padovan
|I ) (E;\ \

Fonte: Elaborado pelos autores.

A seguir ¢ feita uma abordagem do campo epistémico-matematico referente a sequéncia de

Padovan, permitindo assim a realizacdo de uma investigagao historica (Figura 3).

Figura 3 — Campo Epistémico-Matematico
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Fonte: Elaborado pelos autores.

Relacdo com o numero plastico

Assim como acontece na Sequéncia de Fibonacci, relacionada ao niimero de ouro, uma famosa

constante matematica, utilizada na arquitetura devido a sua presenga recorrente em estruturas
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simétricas, a Sequéncia de Padovan, também ¢ relacionada a um nimero, chamado de nimero plastico
(BELINI, 2015).

A equacdo caracteristica de Padovan foi obtida considerando a relagdo de recorréncia para o

o P Py Pp  Pp_ 1 . . .
lado direito, obtendo — = 1 + =2, Logo, —.-2=% = 1 + —. Admitindo que o limite existe,
n—2 Pn_z Pn_1 Pn_ ﬁ
. P ) . . .
tem-se que: lim 5 = limy, = Ypara n > 1. Passando o sinal do limite na igualdade:
n—-oo rm—1 n—->oo

Py Py . 1 . .

lim —"- .= = lim1+45—. Logo: limy,.,_4=1lim1+

n-owPpn_1 Ppnz  noo =2 n-oo n—co Y
n-3

1

=1. Assim, pode-se

n-2
determinar que: Y. = 1 + % determinando a seguinte equac¢ao polinomial da Sequéncia de Padovan
Y3 —1yP—1=0,o0useja x’—x—1=0 (SAHIN, 2017).

A equagdo polinomial, Y3 —1 — 1 = 0, por ser de terceira ordem, possui duas raizes

complexas e uma raiz real. Isso também pode ser verificado ao definirmos o lugar geométrico da
funcdo: f(y) =¢3 —y — 1 (Figura 4).

Figura 4 — Grafico da equacio caracteristica de Padovan

Fonte: Elaborado pelos autores.

Uma vez que esta equacdo apresentada ndo ¢ da forma cubica completa, pode-se utilizar a
formula de Cardano para encontrar suas raizes. Considere esta equacio do tipo Y3 +pyp +qg=0¢
sua relagdo com a polinomial de Padovan; pode-se definir a raiz de um polindmio cibico nado

completo por meioa formula:

> 3
= |+ [T S

Assim para p = q = —1, obtém-se:

—(—1)+ (-1 +(—1) N —(—1)+ -D° (D

Y= 2 4 27 2 4 27
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—31+1 23 _CL_123 1,324717957244746
¢_263_263~’

~ AL s , . . P
A razdo de convergéncia ¥ é definida como Y = lim == ~ 1,32 ¢ para Padovan,

n—-oo n

. P 49 . .
considerando os seus termos, temos que Y = P—lz =% 1,32; pode-se, entdo, notar a proximidade
11

entre a razao de convergéncia 1 e a raiz do polindmio de Padovan.

Abordagem Matricial

Uma forma de obter qualquer elemento de uma sequéncia linear e recursiva ¢ mediante a Matriz
Geradora Q. Esta técnica foi aplicada para a SF, e nesta subse¢do a mesma ideia sera aplicada para
os numeros de Padovan (FALCON; PLAZA, 2007).

Os nimeros de Padovan possuem uma Matriz Q de ordem 3x3, a qual, quando elevada a n-
¢sima poténcia, pode-se obter o n-ésimo termo desta sem o calculo da recursividade. A relacao
matricial pode ser representada pela matriz introduzida por Sokhuma (2013) e Seenukul (2015).

Teorema 1. Para n>1, temos que a matriz geradora Q de Padovan com os valores iniciais

P, =F=0,P, =1, ¢ dada por:

O 1 O })n—l IDI‘I+1 IDn
Q = 0 O 1 € Qn = Pn RH-Z B:+1
1 1 0 Pn+1 Pn+3 Pn+2
Assim, temos:
1 00 010 0 0 1
0°=l0 1 0,0'=l0 0 1[,0*°=[1 1 0
0 0 1 1 1 0 0 1 1

Demonstragdo. Utilizando o principio da indugdo finita, temos que n = n+1

Qn+1:Qn~Q1
b, B, £ 1010
Q"= B P, Pyl|0 01
RH—I Pn+3 R,+2 1 1 0
})n Pn—l—I—Pn Pn+1 Pn })n+2 n+l1
Q’Hl_ P, P+F, P, |=|F. [ n+2
Pn+2 Pn+1 + Pn+2 Pn+3 13n+2 ]Jn+4 n+3
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Para facilitar os calculos, foram considerados outros termos iniciais da sequéncia, fazendo
com que esta esteja um pouco atrasada, porém nao havendo prejuizo matematica e historico em
relacdo aos numeros de Padovan.

Outras cinco matrizes geradoras de Padovan foram encontradas por Seenukul (2015)
permutando as linhas e colunas desta matriz representada no Teorema 1. Para a obtengao dessas
matrizes € necessario realizar a permutagdo das linhas e colunas seguindo a mesma regra, ou seja, se
permutar a linha dois com a linha trés, também havera a necessidade de permutar a coluna dois com

a terceira coluna, tornando assim uma matriz geradora valida de Padovan.

A Formula de Binet

Agora iremos explorar a existéncia de uma formula explicita para o cédlculo do n-ésimo termo da
sequéncia, sem depender da recorréncia, por meio da férmula de Binet. Para que seja possivel
encontrar tal formula, € necessario utilizar a equagdo caracteristica desta sequéncia.

Teorema 2. Para n >0, a formula de Binet da Sequéncia de Padovan é:
P(n)=Ax"+Bx," +Cx;)"
Onde x,,x,,x, sdo as raizes da equagdo caracteristica de Padovan sendo uma relacionada ao niimero

plastico e as outras duas complexas e conjugadas, e:

X3 =X

x5 (%) = x3) + X, (06 — x,) + x,x, (X, — X))

X, =X,

X1 X3 (XL - x3) + X, X, (xs - xz) + XX, (xz - xl)

X, =X

X X3 (x1 - x3) +X,X; (x3 - xz) +Xx,x, (xz - x1)

Demonstragdo. Utilizando os valores iniciais como F, = B =0, P, =1, podemos substituir na formula

de Binet original, denotando o seguinte sistema:

A+B+C=0

Ax+Bx,+Cx, =0 °

Ax’+Bx,”+Cx =1
Resolvendo o sistema linear, € possivel obter:

X3 =X

x5 (X = X5) 4 X, (0 — %, ) + XX, (X, — X))
_ X — X

x5 (%) = x3) + 2,2, (06 — x,) + x,x, (x, —x,)

X, =X

X, (%) = x3) + X, (06 — x,) + X%, (x, — X))
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Yilmaz e Taskara (2013) calcularam ainda a férmula de Binet a partir de qualquer termo de

inicializagao.

Conclusao

Esta sugestdo de aula descreveu a definicdo e propriedades da Sequéncia de Padovan, além do
contexto histdrico, sua relagdo com o numero plastico, fébrmula de Binet e sua representagao matricial.
Essas novas propriedades foram descobertas a partir de propriedades ja conhecidas da sequéncia de
Padovan. Para isso, foram utilizadas provas matematicas ¢ recursos computacionais para encontrar
os novos resultados.

Contudo, buscou-se identificar que esta sequéncia ¢ uma sucessdo de outra conhecida
(Sequéncia de Fibonacci), permitindo compreender a evolucdo do campo matematico, cujos
pressupostos e propriedades tendem a evoluir a partir do estabelecimento de definigdes matematicas,

estando essas relacionadas com os numeros de Padovan.
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