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Resumo

Nesta proposta de aula, uma sequéncia de questdes ¢ sugerida com a finalidade de oportunizar uma
investigacao das relagdes oriundas do modelo de Fibonacci, em uma tematica algébrica, com enfoque
na Teoria das Situacdes Didaticas (TSD), que enfatiza a compreensao do processo evolutivo de um
modelo matematico em abordagem complexa com perspectiva de aumento dimensional e sua
extensao para indices inteiros.

Palavras-chave: Formula de Binet. Nimero Complexo de Fibonacci. Teoria das Situa¢des Didaticas.
Atividades.

A didactic proposal on the Binet's Formula and Complex Fibonacci
Numbers: its extension for integers.

Abstract

In this lesson proposal, a sequence of questions is suggested with the purpose of facilitating an
investigation of the relationships derived from the Fibonacci model, in an algebraic theme, focusing
on Theory of Educational Situations (TSD) that emphasizes the understanding of the evolutionary
process of a model mathematical model in a complex approach with a perspective of dimensional
increase and its extension to integer indices.

Keywords: Binet's Formula. Complex Fibonacci Number. Theory of Educational Situations.
Activities.
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Introducao

Neste trabalho, propde-se uma sequéncia de questdes com enfoque na TSD para se explorar o Modelo
de Fibonacci (MF), de modo que se pretenda oportunizar a compreensao de um processo evolutivo,
mediante o estudo de defini¢des e representacdes generalizadas da Sequéncia de Fibonacci (SF).
Nesse sentido, serd dada énfase a Formula de Binet para os nimeros reais de Fibonacci; em seguida,
para os nimeros complexos de Fibonacci e, consequentemente, a sua extensao para indices inteiros.

A TSD foi desenvolvida por Brousseau (1976) e ¢ adotada como fundamentacdao para
elaboragdo de questdes que tenham como objetivo discutir em sala de aula as defini¢cdes e relacdes
matematicas. Assim, a TSD ¢ organizada em a¢do, formulacdo, validacdo e institucionalizagdo, se
equiparando as fases do processo de demonstracdo matematica. A situacdo de agdo ¢ caracterizada
pelo pensamento imediato do aluno ao se empenhar a resolver a questdo, fazendo uso, a priori, de
seus conhecimentos prévios, ou seja, “de um conhecimento de natureza mais experimental e intuitiva
do que teodrica” (PAIS, 2002, p. 72). Por conseguinte, na fase de formulacao, ocorre a passagem do
pensamento intuitivo para o raciocinio inferencial. Assim, o estudante passa a expor argumentos mais
elaborados.

Na etapa de validacdo, busca-se convencer o interlocutor de que os argumentos supostos
para a resolucao da questdo sao validos. Para isso, o aluno apropria-se de definigdes e métodos de
demonstragdo matematica. Desse modo, “[...] a teoria funciona, nos debates cientificos e nas
discussdes entre alunos, como milieu de estabelecer provas ou refuta-las” (ALMOULOUD, 2007, P.
39). E, finalmente, na institucionalizag¢ao o docente corrige as producoes do aluno, a fim de formalizar
o que foi discutido.

Por outro lado, o modelo de Fibonacci teve sua génese a partir da situagdo-problema da

reproducdo de pares de coelhos “imortais”, proposta por Leonardo Pisano em 1202 na obra Liber

Abbaci. A quantidade de coelhos reproduzidos deu origem a SF {1, 1,2,3,5, } , CUjos termos sao

determinados por uma relagdo recorrente unidimensional (defini¢do 1). Além do mais, esse modelo
surgiu no contexto da Idade Média, na Italia, que compreende um periodo marcado pelo crescimento
da atividade comercial, na qual Pisano atuava e teve contato com os nimeros indo-arabicos (KING,
1963).

Atualmente, essa sequéncia instiga o interesse de pesquisadores do ambito da Matematica
Pura, que buscam ampliar o repertério de definigoes e relagdes recorrentes oriundas do modelo.
Assim, esse modelo permite representagdes em uma abordagem complexa com uma perspectiva de

aumento dimensional. E, por outro lado, esse modelo também ¢ interesse de pesquisadores em

Didatica da Matematica que buscam explora-lo em situagdes de ensino.
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Isso caracteriza um processo de evolugdo desse modelo matematico. Nesse contexto, t€ém-se
os nimeros complexos Fibonaccianos G(n, m) explorados por Harman (1981), Oliveira, Alves e
Paiva (2017). Os trabalhos de Brother (1965) e Koshy (2001) apresentam uma discussd@o do modelo
para indices inteiros. A vista disso, apresentam-se as seguintes defini¢des e relagdes:
Defini¢aol. Os nimeros reais de Fibonacci sdo descritos pela seguinte recursividade unidimensional:

f ,=f  +f ,vneN paraf,=0e¢f =1 (ALVES E CATARINO, 2016).

n+l1
Defini¢do 2. Os nimeros complexos de Fibonacci sdo descritos por: C, =f +if ,. (HALICE, 2013).

Teorema 1. Seja £, um nimero de Fibonacci, tem-se que os nameros complexos G(n,m) sdo

descritos por G(n,m)=f f  +f f -1 (OLIVEIRA, ALVES E PAIVA, 2017).

n-m+l n+l"m

1+5) [1-45)
i . 2 2 an _Bn
Formula de Binet. f = = para n >1 (ALVES, 2017).

NG o

A seguir, a proposta didatica esta organizada em uma investigagdo que tem como ponto de
partida a definicdo 1; em seguida, a avaliacdo da formula de Binet, tendo em vista que esta ¢ uma
férmula fechada para a determinac¢ao dos termos da SF, prosseguindo pela representagao dos numeros

complexos C, e G(n,m)em funcdo dessa formula e suas respectivas extensdes para indices inteiros.

Proposta de atividades

As atividades propostas aqui sido sugestdes com enfoque na TSD para aulas de Algebra Linear,
destacando que se pretende priorizar a avaliacao da evolugcdo matematica das representagdes atinentes
ao MF. Nesse sentido, esta proposta didatica sugere que as discussoes das questdes acontecam em
grupo pelos estudantes, como troca de argumentos matematicos, de modo que as trés fases da TSD
sejam evidenciadas durante a resolugao de cada questdao. Assim, o professor deve propor as questdes
e acompanhar a estratégias de solucdes.

E, por fim, caracterizando a etapa de institucionalizagdo da TSD, o docente ird avaliar as
resolugdes e categorizar cada resolugdo em acdo, formulagdo e validagdo. Isso oportuniza a
generalizacdo e formalizacdo de relagdes matematicas, partindo das discussdes feitas pelos alunos,
em que os mesmos fazem uso, inicialmente, de um conhecimento prévio de natureza teodrica ou
intuitiva, mas que, na etapa de validagdo, recorrem a argumentos matematicos formais que atendem
ao rigor matematico. Assim sendo, torna-se possivel observar a mobiliza¢do cognitiva do estudante
se direcionando a formagao de um raciocinio inferencial.

Ademais, a categorizagdo conforme a TSD exige que o docente conhega essa teoria de

ensino, para que a concepg¢do e o planejamento das questoes considerem e permitam a predi¢ao de
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possiveis pensamentos € argumentos manifestados por parte dos alunos durante a vivéncia didatica.
Dessa forma, a partir do modelo recursivo unidimensional apresentado e das defini¢des e relagcdes
expostas, propde-se a seguinte sequéncia de questoes:
() A partir do modelo recursivo unidimensional (defini¢do 1), avalie a sequéncia de
Fibonacci para indices inteiros.
(IT) Verifique a validade da Formula de Binet para a determinagdo dos termos da
sequéncia de Fibonacci e escreva sua representagdo para indices inteiros.
(IIT) Determine uma férmula variante de Binet para os nimeros complexos de Fibonacci

C, e faca a sua determinagdo para indices inteiros.

(IV) Determine uma férmula variante de Binet para os nimeros complexos de Fibonacci

na forma G(n, m)e faga a sua determinagdo para indices inteiros.

Atividades previstas e discussdo

Nesta secdo, as questdes serdo discutidas a fim de realizar uma situacao didatica focada na validade
matematica das relagdes abordadas. Assim, as solucgdes serdo categorizadas de acordo com as fases
da TSD: agdo, formulacao e validagdo. De inicio, a primeira questdo consiste em avaliar a identidade

£ =(D"".f (KOSHY, 2001). Assim, na fase de agdo e formulagdo, espera-se que os alunos

sugiram a descricdo da recursividade unidimensional f , =f

n+l

+f ,VneN (ALVES E

CATARINO, 2016), de modo que aparecam os indices negativos. Na fase de validagdo, deve-se

perceber que a sequéncia escrita a seguir permite a generalizagdo da identidade f = (-1)""'f, .

£ of—f,=1-0=1 |=1=CD"A
f,=—1=—f, f,=—1=(-D>""1,
f,=2=1; fi=2= (_1)3+1 15
fa==3=-A, f,=-3=(-D*""1,
fs=5=1; fo=5=(-1)"-f;
fo="8="1 flo=-8=(-D""f;
107—13::1:7 f77:13:(_1)7“.f7

A vista disso, pode-se compreender a extensdo da sequéncia de Fibonacci para indices
inteiros, obtidos por meio de f_=(-1)""'f . Na segunda questdo, como agdo, espera-se que 0s

alunos sugiram a verificagdo da validade da Formula de Binet, para a determinacdo dos termos da

sequéncia de Fibonacci, usando a inducdo matematica. Desse modo, pode-se ver que a féormula
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(Hzx/gjl_[l‘z‘/g]l M ﬁ {Hglg]z_[l_z\/gjz (1+2J§+5)—(1—2«/§+5)

2 =% -lef= = 4 =1,

g 56 5 35

No passo indutivo, ou seja, na formulacdo, os alunos devem assumir a hipotese de que vale

fechada vale para a base: f, =

n pn n+l  pn+l
o - - . . ~ . A . . g .
p ef , = E , em seguida, na validagdo, deve-se verificar a recorréncia unidimensional tal

AL T et I

=]

: f f = = = =
que n o Jg t \/g \/g \/g
1+\/§ n 1+\/§ 2_ 1_\/5 n 1_\/5 2 1+\/§ n+2_ 1_\/5 n+2
2 2 2 2 2 2 f Além do mais, vale comentar e
= = = . 5 V u
\/g \/g n+2 q
1445 1-+5 o —p"

y ¢ ﬁ:T sdo as raizes da equagdo t2—t—1=0; logo, prova-se que fn:[

] ¢ valida.

o-p

Portanto, a partir do resultado da questdo anterior, pode-se escrever a formula de Binet para indices

inteiros: f  =(-1)""'f, = (_1)““{&}
a—p

O terceiro problema discute o numero complexo de Fibonacci em fun¢do da formula de

n_non n+l _ pn+l n, . on+l_pn contl
: : ~ . o - a - . o+ -p -1
Binet; assim, na fase de acdo, deve-se escrever: Cn:fn+1.fn+1:[ P ]+[ E j1=[ E P ]:
o- o-

:[W].Ainda nessa questdo, na formulagdo, vale a sugestdo de recorrer a identidade
o
f  =(=1)""'.f, para escrever os numeros complexos de Fibonacci para indices inteiros. Em seguida,

na validacao, aplica-se a férmula de Binet, de modo que

C,=f, +if , =(D""f +i(-D"£, | =(~D)".(=f, +if, )= (=D)"(=f, +if,,, —if,) = (=D [, (1 +i)+if,,,]=

:(_l)n.[_[a“ _an(1+i)+i.[an+l g H:(_l)n.{—a“ o 4B 4B + i —iB“”}:(_1)n+1'|:a“(1+i—ioc)—B“(l+i—iB) |
a-p a-p oa-p

Finalmente, prosseguindo na abordagem complexa, tem-se a quarta questdo que sugere uma
discussdo do modelo de Fibonacci; todavia, em duas dimensdes por meio dos ndimeros

G(n,m)=ff ., +f, . f, i1 (OLIVEIRA, ALVES, PAIVA, 2017). Nesse sentido, intuitivamente, como

estado de agdo, os estudantes podem escrever esse nimero bidimensional em fun¢do da férmula de

n n m+1 m+1 n+l n+l m m
Binet, tal como G(n,m)=fnfm+1+fn+1fm-i=(a i j(“ B ]+[°‘ B ][“ B j.i:
a-pB a-pB a-pB a-pB

n+m+1 nom+1 m+lpn n+m+1 s on+m+l - n+lom - mpn+l | con+m+l
o - - + + (1o — 1 — 1 +1 . ~ ’
_( B B +B )+ ( B B B ) . Assim, na formulagdo, apos

(o—B)’
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(an+m+1 " Bn+m+l )1+ 1) _ OLan (B + o) — OlmBn (o + Bl)

(o—B)’

Além disso, ainda nessa fase, deve-se pensar em aplicar a identidade f = (-1)"""f,.

algumas simplificagdes, ¢ possivel obter G(n,m)=

Por fim, de modo analogo a resolucao da terceira questdo, na validacao, deve-se avaliar o

numero bidimensional considerando o indice inteiro, ou seja, G(-n,-m)=f_f . +f . f -i. Dessa

n+1"—-m
forma, pode-se escrever: G(-n,—m)=f f  +f £ -i=[(=)""f.(~D"f J+[(=D"f, _.(~D™"f Ti=

= (=) i = (=D~ if f, —if, £ ]= (=) [G(n,m) = (1+i)f, £, ]=

n-1"m n* m+l n+1""m n*'m

_Cpyremen | @B+ D — 0BT B o) —a "B (a4 BD) (I +D)(a” —BM)(@” =B |
(o—B)’ (aa—B)°

_ . [(a™ ™ 4™ ™) — (0" —p") (@™ — B +D) —o"B" (B + o) — "B (o +Bi)
(a-B)’

Consideracoes finais
Neste trabalho, foram abordadas questdes referentes ao processo evolutivo do MF, por intermédio da
TSD, que permite a predicdo de possiveis comportamentos dos alunos, com a finalidade de

proporcionar o entendimento de representagdes complexas como os numeros C, e G(n,m),
acompanhada de sua extensdio para indices inteiros aplicando a identidade f = (-1)""'.f, e em

funcdo da formula de Binet. Por fim, espera-se que esta proposi¢ao de aula sirva de direcionamento
para pesquisas, cujo campo epistémico € composto por relacdes matemadticas abordadas em um
contexto didatico-cognitivo com enfoque na TSD, que apresentam uma perspectiva de aumento
dimensional e complexo das relagdes recorrentes Fibonaccianas, de modo que venha ampliar o

repertorio de relagdes oriundas do MF.
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