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Resumo

Este artigo apresenta resultados de uma pesquisa que objetivou investigar dificuldades e concepcdes,
segundo o aporte tedrico APOS (action-process-object-schema), referentes aos conceitos de
dependéncia e independéncia linear de licenciandos em Matematica. Para tanto, analisaram-se 0s
registros escritos de cinco questdes que foram aplicadas em uma turma do segundo ano da
Licenciatura em Matematica de uma universidade do norte do Parand. Conclui-se, com relagdo as
dificuldades, que grande parte dos participantes da pesquisa apresentaram alguma dificuldade no que
diz respeito: a linguagem empregada na Algebra Linear; ao entendimento dos conceitos de
dependéncia e independéncia linear; a identificacdo dos conjuntos linearmente dependentes e
independentes e ao reconhecimento da representacdo grafica de vetores linearmente dependentes. E
conclui-se, com relacdo as concepcdes, de acordo com o aposte tedrico APOS, que houve a
manifestacdo da concepgdo acdo e da concepcdo processo, sendo que a concepgédo acdo foi a mais
evidenciada nos licenciandos.

Palavras-chave: Educacdo Matematica. Dificuldades. Aporte tedrico APOS. Algebra Linear. Dependéncia
e independéncia linear.

Difficulties and conception of undergraduates in Mathematics about
of Linear Dependence and Independence Concepts

Abstract
This article presents results of a research that aimed to investigate difficulties and conception,

according to the APOS (action-process-object-schema) theoretical framework related to linear
dependence and linear independence on concepts of undergraduates in Mathematics. Therefore, the
written records analyzed five questions that have been applied to a class of second year of the Degree
in Mathematics from a north university of Parana. It is concluded in relation to the difficulties that
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the majority of survey participants had some difficulty with regard: the language used in linear
algebra; the understanding of the concepts of linear dependence and independence; the identification
of linearly dependent and independent sets and recognition of the graphical representation of linearly
dependent vectors. And concludes with respect to conceptions, according to the APOS theoretical
framework, there was the manifestation of the action design and design process, and design the action
was most evident in the undergraduates.

Keywords: Mathematics Education. Difficulties. APOS theoretical framework. Algebra Linear.
Linear dependence and independence.

Introducéo

A Algebra Linear é um assunto importante nfo apenas a Matematica, mas também no que diz respeito
a sua aplicacdo em diversas areas do conhecimento, como, por exemplo, Fisica, Quimica, Economia,
dentre outras (DORIER, 2000).

As preocupacdes com o ensino e a aprendizagem da disciplina de Algebra Linear podem
decorrer devido a essa gama de aplicacbes e também por ser evidente em pesquisas, como a de
Celestino (2000), na qual essa disciplina esta dentre as que mais causam reprovacao, o que revela as
dificuldades que os estudantes apresentam com sua aprendizagem.

Levando em consideracdo esse estado da situagdo, muitas pesquisas tém sido realizadas,
como a de Stewart (2008), a de Karrer e Jahn (2009), dentre outras, com o intuito de compreender e
encontrar novas alternativas para a sala de aula, a fim de auxiliar no ensino e na aprendizagem dos
conceitos de Algebra Linear. Alguns trabalhos, como o de Dorier e Sierpinska (2001), também
evidenciam diferentes causas para as dificuldades dos estudantes, entre elas, o formalismo e a
variedade de linguagens que sdo empregadas nos estudos dos conceitos.

Valendo-se dessas reflexdes, desenvolvemos esta pesquisa, que teve por objetivo investigar
dificuldades e concepcgOes referentes aos conceitos de dependéncia e independéncia linear de
licenciandos em Matematica, usando o aporte teérico APOS (agdo — processo — objeto — esquema).
Para tanto, as analises dos registros escritos dos participantes foram embasadas nas dificuldades que
podem ser manifestadas, valendo-se de trabalhos como o de Dorier e Sierpinska (2001), e do APOS

desenvolvido por Dubinsky e seus colaboradores (ASIALA, et al. 1996).
Dificuldades em Algebra Linear

As questdes relacionadas as dificuldades apresentadas por estudantes na disciplina de Algebra Linear

séo objeto de estudo de autores como Dorier e Sierpinska (2001), Stewart (2008), dentre outros.
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Dorier e Sierpiska (2001) comentam que as dificuldades em Algebra Linear podem ter dois
tipos de origem: uma associada a dificuldade conceitual, que se relaciona a sua natureza, e outra, a
dificuldade cognitiva, que se refere aos tipos de pensamento necessarios para o seu conhecimento.

O primeiro tipo de origem, segundo os autores, pode estar relacionado com o fato de os
estudantes ndo perceberem o carater unificador, generalizador e simplificador em um primeiro curso
de Algebra Linear.

Outro aspecto abordado, a partir da dificuldade conceitual, diz respeito ao carater formal da
linguagem utilizada no estudo da Algebra Linear. Essa dificuldade é associada ao fato de os alunos
ndo compreenderem a especificidade do uso do formalismo, o que pode ocasionar o “obstaculo do
formalismo” (DORIER; SIERPINSKA, 2001). Além disso, Dorier e Sierpinska (2001) comentam
que podem ser empregadas diferentes linguagens no estudo da Algebra Linear, sendo elas a
geométrica, a algébrica e a abstrata. Os autores, valendo-se de Duval (1995), tratam também dos
registros grafico, tabular e simbolico, que podem ser utilizados, e das diferentes conversdes de
registro semiotico necessarias em algumas atividades.

Para tratar do segundo tipo de origem, a dificuldade cognitiva, Dorier e Sierpinska (2001)
abordam a flexibilidade cognitiva, discutida por Alves Dias e Artigue (1995), mostrando que 0s
alunos necessitam transitar entre as conversdes de registro semiotico livremente, o que pode nao
acontecer por eles ainda ndo terem essa flexibilidade.

Além disso, Dorier e Sierpinska (2001) falam da dificuldade dos estudantes chegarem ao
nivel de pensamento trans-objetal, que corresponde a construcdo de estruturas, pelo fato de os
mesmos ndo atribuirem significado para os simbolos e terminologias que utilizam na Algebra Linear.
Os autores comentam a respeito do pensamento pratico em oposi¢ao ao tedrico, em que 0s estudantes
mostram uma tendéncia a basear sua compreensdo em exemplos, ao invés de se basear na definigcdo
do objeto matematico.

Por fim, os autores tratam dos modos de pensamento em Algebra Linear, sendo eles o
aritmético-analitico e o estrutural-analitico. As dificuldades desses modos de pensamento estéo
relacionadas, algumas vezes, as atividades que sdo apresentadas; assim, retorna-se a questdo da
flexibilidade cognitiva que é necessaria ao estudante.

Outra pesquisa que apresenta algumas razoes para as dificuldades dos estudantes em Algebra
Linear é a de Stewart (2008). Dentre as razdes levantadas pela autora estdo a natureza abstrata da
Algebra Linear (que de certo modo foi brevemente abordada nesta se¢o), a falta de problemas

adequados e o papel das definicdes no conhecimento matematico.
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Com relacdo a falta de problemas adequados, Stewart (2008) comenta que é dificil encontrar
problemas para cada novo conceito e que, assim, os estudantes acabam se queixando pelo fato de
acharem o curso de Algebra Linear muito abstrato.

Ao tratar do papel que as definicdes possuem em relacdo as dificuldades da disciplina de
Algebra Linear, a pesquisadora em questdo argumenta, com base no conceito defini¢do e conceito
imagem (TALL; VINNER, 1981), que as interpretagfes dos estudantes a respeito das definicdes
podem causar dificuldades na aprendizagem, o que, em certa medida, evidencia que elas podem salvar
0 estudante de muitas armadilhas, no que se refere a aplicacdes posteriores, e, ainda, evitar diversos
equivocos que surgem caso a imagem do objeto matematico ndo seja baseada no conceito definigéo.

Ha ainda outro trabalho, o de Andreoli (2009), que faz uma analise dos obstaculos
encontrados pelos alunos ao estudarem os conceitos de dependéncia e independéncia linear. A autora
elenca alguns desses obstaculos, como, por exemplo, o “encerramento no uso das defini¢des de LD
[linearmente dependente] e LI [linearmente independente] como tnica ferramenta possivel” € “a nao-
inclusdo da solugdo trivial entre as infinitas solugdes de um sistema homogéneo indeterminado”
(ANDREOLLI, 2009, p. 145). Esses obstaculos podem ser encarados como dificuldades dos estudantes
ao estudarem Algebra Linear.

Mediante o que foi apresentado nesta secdo, podemos observar que as dificuldades com a
Algebra Linear podem possuir um carater subjetivo e outro relacionado com a sua natureza. Dessa
forma, apresentamos um quadro-sintese (Quadro 1), com o intuito de organizar e resumir as

dificuldades abordadas anteriormente.

Quadro 1 — Sintese das dificuldades

. Carater formal da linguagem empregada na Algebra Linear.
Dificuldade com a - - - — —
natureza da Algebra Linear | Diferentes linguagens empregadas nos conceitos (algebrica, geométrica,

abstrata).

Flexibilidade cognitiva para transitar entre as diferentes formas de registros
(gréfico, tabular, simbdlico).

Dificuldade subjetiva N&o atribuigdo de significado para os simbolos e as terminologias utilizadas.

Interpretacdo das defini¢des dos conceitos.

Estratégias para identificar vetores LI e LD.

Fonte: Elaborado pelas autoras

Aporte tedrico APOS

O aporte tedrico APOS (action-process-object-squema) foi desenvolvido pelo grupo de
pesquisadores denominado Research in Undergraduate Mathematics Education Community
(RUMEC), que buscava compreender a abstracdo reflexionante (réfléchissante) introduzida por
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Piaget (1972), uma vez que em seus estudos foi dito que tal abstracdo, em sua forma mais avancada,
possibilitaria a conversdo dos processos em objetos matematicos. Essa abstracao é considerada como
sendo a construgdo mental dos objetos (DUBINSKY, 2002).

Com relacdo a construcao do conhecimento matematico, de acordo com Asiala et al. (1996),
ela passa pelas etapas acéo, processo, objeto e esquema.

A concepcdo agdo corresponde a uma transformagao que o individuo realiza sobre um objeto
matematico. Essa transformacdo acontece devido a reacdo dada as indicagdes que fornecem o passo
a passo a respeito de como realizar uma operacdo. Tais indicaces sdo obtidas, as vezes, quando o
individuo recorre a sua memoria; com isso, pode ser que ele ndo tenha controle consciente do que
esta fazendo. Um exemplo da concepcdo acdo seria aplicar a definicdo para identificar conjuntos
linearmente dependentes (LD) e independentes (LI) (KU, TRIGUEIROS, OKTAGC, 2008).

A concepcdo processo € uma construcdo interna que ocorre quando uma acdo € repetida
varias vezes e o individuo reflete a respeito dela, a interiorizando em processo. No processo 0
individuo passa a realizar uma transformacdo consciente, conseguindo fazé-la sem ter estimulos
externos e podendo descrever 0 passo a passo sem explicita-lo. Tem-se, como exemplo da concepgéo
processo, o fato de o sujeito perceber que para se ter vetores LD, um vetor deve ser escrito como
combinacdo linear dos outros (STEWART, 2008).

A concepcdo objeto se refere a uma reflex&o que o individuo realiza no processo, ou seja, 0
individuo vé o processo como um todo e percebe que pode fazer transformagdes conscientes nele, por
meio de acgdes e/ou processos. Com isso 0 processo € encapsulado em objeto. Um exemplo da
concepcao objeto se da quando um individuo consegue perceber os conceitos em sua totalidade,
podendo visualizar tais caracteristicas em representaces graficas, ou até mesmo sendo capaz de
associar a questdo de dimensao de um espaco vetorial para identificar se um conjunto pode ser LI ou
LD.

O esquema ¢ formado por uma colecdo de acGes, processos e objetos que sdo organizados
de forma estruturada na mente do individuo. Para exemplificar a concepg¢ao esquema podemaos pensar
em um estudante aplicando os conceitos de dependéncia e independéncia linear em situacdes diversas

e em outros espacos vetoriais diferentes do R™.

Procedimentos metodoldgicos

A coleta de dados apresentada neste artigo ocorreu por meio dos registros escritos, obtidos
por um instrumento com cinco questdes, aplicado em dois dias a dezessete estudantes do segundo

ano do curso de Licenciatura em Matematica. Esses registros foram analisados de forma minuciosa
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tomando como base o referencial adotado. E interessante dizer que a pesquisa em questio possui
carater qualitativo.

A andlise foi feita em dois momentos. No primeiro investigamos as dificuldades, utilizando
para tanto a analise textual discursiva que possui como elementos principais: a desmontagem dos
textos; o estabelecimento de relagcdes e captando o novo emergente (MORAES; GALIAZZI, 2007).
Ja no segundo momento investigamos as concepcdes, a luz do aporte tedrico APQOS, realizando
inferéncias com base nos registros escritos dos participantes da pesquisa.

A delimitacdo do corpus foi realizada utilizando dois critérios: ter respondido totalmente ou
parcialmente o instrumento de coleta de dados, a fim de ter material suficiente para realizar
inferéncias sobre as dificuldades e as concepcdes, e ter participado dos dois dias de aplicacdo. Dessa
forma, onze licenciandos fazem parte do corpus de analise. Para identifica-los e manter o anonimato

adotamos um cdédigo empregando a letra E seguida de um namero para diferencié-los (E1, E2, ...).

Um olhar para as dificuldades

Nesta secdo direcionamos nosso olhar para as dificuldades, usando para analisa-las a analise textual
discursiva. Para tanto, elencamos uma Unica categoria denominada dificuldades. Essa categoria
apresentou quatro subcategorias de andlise: linguagem; entendimento dos conceitos de dependéncia
e independéncia linear; identificacdo de um conjunto LI e LD, e reconhecimento da representacao
grafica. A partir disso, buscamos identificar e discutir as dificuldades dos licenciandos com relagdo
aos conceitos de vetores LI e LD.

Para as trés primeiras subcategorias, mencionadas anteriormente, usamos as seguintes
unidades de analise prévias: adequada, parcialmente adequada e inadequadas. Para a quarta
subcategoria elaboramos duas unidades de analise prévias: reconheceu e ndo reconheceu.

Na subcategoria linguagem, que pretende identificar como o0s estudantes valem-se da
linguagem utilizada na AL para responder as questdes do instrumento de coleta de dados, foram
efetivadas duas unidades de analise: adequada e inadequada (Quadro 2). Para esta subcategoria e para
as demais apresentamos apenas alguns registros escritos como exemplos, devido ao tamanho do

artigo.
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Quadro 2 — Subcategoria linguagem e unidades de anélise efetivadas

Unidade de analise: adequada

Sera verificado se os estudantes utilizam de forma adequada a linguagem empregada em Algebra Linear.

1) O que significa dizer 7que vetores s@o linearmente d'epend.erites” ou linearmente
independentes?
- *(:\'HQW\ o el s AEean PRV A
o AL SO o O‘\npﬂ(h) Uk WINED W v&q;vq, "
Lt : Wi oL & xnudooe MMMJM@ FLE - 0F - LLABE
D codost Ql Flormodon (& &p(\"\ll/) RALD . '
Q’J: DM \Bdi(‘mhmﬂw\)ffﬁxg £ -w\u.@&(-lﬁ(cutéﬁ ol o 0l ("‘”‘%tﬁ %
LOe ) k&k,\w%mbwd.eomgdg
TR /u/),uﬂtou 2O dxpwwﬂ«x “é*—"—% 4
(E3)?
3) Um aluno da disciplina de Algebra Linear fez o seguinte comentario: “Os elementos do
conjunto A= {(1,2,1),(1,—1,0).(2,3,4)), contido em R? séo linearmente independentes,
porque podem ser escrilos como uma combinagdo linear”. Vocé concorda’ com essa

afirmacéo? Justifique.

‘ (E9)

Unidade de andlise: inadequada

Serda verificado se os estudantes utilizam de forma inadequada a linguagem empregada em Algebra Linear.

1) O que significa dizer 'que vetores s@o linearmente dependentes ou linearmente
independentes? Do L eruw ISP /5 \,(:Ln..[::q,nr\ -
~
oo Lo  werliocSe Jareost ) Sl
g . ,_, P .

AOS cla,r:.c.rrﬁmvd.ﬁv JsLoUa)

Q‘ N ; :*]QF'E PP 1Y ~ O )F\Edw ot wsoddk

1) O que significa dizer que vetores sdo linearmente dependentes ou linearmente

independentes?

Fonte: Elaborado pelas autoras

% Transcrigdo do registro escrito de E3 — LI: Linearmente independente quando multiplicamos os vetores por um escalar
qualquer e o resultado desses se iguala a zero ndo esquecendo de somar as coordenadas correspondentes dos vetores. LD:
Linearmente dependente: quando a multiplicacdo do escalar pelos vetores resulta em diferente de zero ou seja seis
resultados séo diferentes de zero.
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Na subcategoria entendimento dos conceitos de dependéncia e independéncia linear, que

visa verificar como os estudantes interpretam e entendem tais conceitos, foram efetivadas as trés

unidades de analise prévias (Quadro 3).

Quadro 3 — Subcategoria entendimento dos conceitos de dependéncia e
independéncia linear e unidades de analise efetivadas

Unidade de analise: adequado
Sera verificado se a interpretacdo e o entendimento a respeito dos conceitos sdo adequados.

1) O que significa dizer que vetores sfo linearmente dependentes ou linearmente

independentes?

e afgg Vol o culion COHCCotts paa wé&um Secet Voo,

(E5)

3) Um aluno da disciplina de Algebra Linear fez o seguinte comentario: “Os elementos do
conjunto A= {(1,2,1),(1,—-1,0),(2,3,4)}, contidc em R°, sdo linearmente independentes,

porque podem ser escrifos como uma combinagéo linear’. Vocé concorda com essa

fi a0? Justifique. 7 oyl . .
afirmagao? Justifique. |z Oncond Td @SLQ qﬁs.mﬁ@ (@1((2%'5{ a \/6/01405

(E6)°

L\ N\,Q\f ‘i“\-h’\l{, \&Q \DQWC&»Q {5

Unidade de analise: parcialmente adequado

Seré verificado se a interpretacdo e 0 entendimento a respeito dos conceitos sdo parcialmente adequados.

1) O que significa dizer que vefores sdo linearmente dependentes ou linearmente

independentes?

Jmﬂw WﬂmmmeMM
28 lon o sunudlo.de £ A depenolonts 4”0 cobrario (E4)

3) Um aluno da disciplina de Algebra Linear fez o ssguinte comentario: “Os elementos do

conjunto A = {(1,2,1),(1,-1,0),(2,3,4)}, contido em R°, séo linearmente independentes,

porque podem ser escritos como uma combinagdo linear”. Vocé concorda com essa

afirmacgao? Justifique.

o £ rweusaiwe oy v VB S egodimn o 30 1

4 Transcricdo do registro escrito de E5 — Quer dizer que seus coeficientes lineares dependem ou no dos valores dos outros

coeficientes para sabermos seus valores.

5 Transcrigéo registro escrito de E6 — N&o concordo, pois esta afirmacéo refere-se a vetores linearmente dependentes.

6 Transcrigdo registro escrito de E1 — Nao. Pois para ser linearmente independente ndo basta ser combinagdo linear é

necessario que os vetores se igualem a zero.
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Unidade de andlise: inadequado

Sera verificado se a interpretacéo e o entendimento a respeito dos conceitos sdo inadequados.

3) Um aluno da disciplina de Algebra Linear fez o seguinte comentério: “Os elementos do
conjunto A = {(1,2,1),(1,-1,0),(2,3,4)}, contido em R? sé&o linearmente independentes,
porque podem ser escritos como uma combinacdo linear’. Vocé concorda com essa
afirmagio? Justifique.

oo« e 6&\0«

Farance AN SO et Ao e atis 0lid Al i 50 GilEy

USG N (E’\’%\\'lv(\%‘z;‘, \J'L\'MM: LS W‘*\r‘\'ﬂkw{)\g OLQQ JU}UO-Z(QJL»UD OQA,&

Aok gosalode 9_ e A0, (E3)7

3) Um aluno da disciplina de Algebra Linear fez o segui'nte comentario: “Os elementos do
conjunto A = {(1,2,1),(1,—1,0),(2,3,4)}, contido em R®, s&o linearmente independentes,
porque podem ser escrifos como uma combinagdo linear”. Vocé concorda com essa

afirmagéo? Justifique.

v

e At - (E10)

Fonte: Elaborado pelas autoras

Na subcategoria identificacdo de um conjunto LI e LD, que visa observar como os estudantes
identificam e mostram tais conceitos, foram efetivadas as trés unidades de andlise e foi necessario

elaborar uma unidade emergente com relacéo a ndo-identificacdo (Quadro 4).

Quadro 4 — Subcategoria identificacdo de um conjunto LI e LD e unidades de analise efetivadas

Unidade de analise: adequada

Sera apurado se os estudantes identificam de forma adequada quando um conjunto é LI ou LD.

2) Identifique dentre Gs  conjuntos A={(12),(24).(3.6) e B=
{(1,1,1),(3,-1,2), (0, -4, —1)} quais possuem vetores linearmente dependentes. Por qué?
(Adaptado de Oliveira, 2005, p. 111).
olr,2) + &la, vy 2 (3,08) = ©

(oo 20} & Llale, 48V s (3% 6= O
(oo v + 2% | Aoa b+ oc) = ©
a4+ A+ 3 = ©

Mo + 4 +6c = O g £

/TW)\_‘}U;[S o

— C&"Qme . A E2)

n

" Transcrigdo registro escrito de E3 — N&o. Pois para serem linearmente independentes além de serem escritos como uma
combinacdo linear, a multiplicacdo dos escalares dever dar resultado 0 em todos.
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2) ldentiique dentre os ©conjunos A = {LLE) AL 30,05, 0)) @ =
§(1,1,1),(3,-1,2), (0, —4,—1)} quais possuem vetores linearmente dependentes. Por qué?
(Adaptado de Oliveira, 2005, p. 111). ’

o 4,1, Gy 2) ez (g-4,-1)

d4 4387 =<2 gz 32
{1l Yag =0
od& 2ol -3 =2

.—39\2 “al -—q:xg oo !
oz ~Ha3 >
fa a3 Yat (
Al = “‘l":'f"

A .
43,1-—%(1 Lo €~
aroas LD Jorpeanpee ssng sdopms
(E8)

vy

e
5) Mostre que os vetores{[1 0 [ ] [ 0],[3 (l)}séo linearmente
independentes. (Adaptado de BOLDRINI et al, 1986, p. 130).

b bl i)
)bl Bl el

Logo 3 L\ necw N\LV\LQ

.‘“A‘Efﬂ"ﬂ*’ V\LC, P—"-ls 3 eScalgyes S0 i%uo-."j o 3(\1-)‘ (EG)

Unidade de andlise: parcialmente adequada

Serd apurado se os estudantes identificam de forma parcialmente adequada quando um conjunto é L1 ou LD.
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2) Identifique dentre os conjuntos A={(12),(24,36)} e B=
{(1,1,1),(3,-1,2),(0, —4,—1)} quais possuem vetores linearmente dependentes. Por qué?

(Adaptado de Oliveira, 2005, p. 111)R ¥ s, Wely dein uoaom o0 1ocalase>

s ol Y rea (302 e (004, -0)

Az o ()% 02 4) vy 3,6) ={0,0) =(0.00)
oA+ Boe =0 (-2)
214 Jaa ¥ 3ad 20 (-2) &A= -Ma\)«{?oa oy - 2-da3z o (A mobe)
7 -G J A~asar 3ad ITtioare 3 + Loy =0 o
GoA +Hdoar ba3x =0 w}qtmn s bagho o o —_-
] - - ot bed 20 ~ ~Goa = ©
,j}'\-q%-eg’guo Asoz=2 > g'%dah;_quazo =0
. R\-}C\/én!)._ﬁ'é/ca:‘} aria, N - 20 oo
o + o~ 0 = © ey “9es-c /
e o] \,‘ -Son Do 3
Gh= O \ el - 76!-13
Qay =V L.I- (’T—Sdm ey sninloaib / -
o= O N IRLref }‘W"jt"d‘;’ M e — 043/_40
o o) / o e

anra3-4an -0 gardalr -23:0
at: 3a3 o 594*:?’1’3"9‘/””
= [P e
= (E3)

2) lIdentifique dentre os conjuntos - A ={(1,2),(2,4),(3,6)} e B =

{(1,1,1),(3,-1.2), (0, —4,-1)} quais possuem vefores linearmente dependentes. Por qué?
(Adaptado de Oliveira, 2005, p. 111).

a,(/,-,z)+az{;3,4)4 as(3,¢)= (o, O}

ol ol {, 4),;011[5;1.2)mﬁ(Or"ﬂ*‘): (C}QU)
%;::4;:?‘25”:5 Gl + 30, =0 -+01=-3a,

2+ Bag = G~ A2 ~405= O + 30,6, -4ay -0 vare-g

0.0 011202~ Gy - O e

A
Yy teda, Y Org 20

LD c-o
[”50’1:1“%;0&_7 .

LT

- th}{ _ez(a;l,z_)m&(‘p

N M0 -4)- (2 y.y)

— (ES)

Unidade de andlise: inadequada

Serd apurado se os estudantes identificam de forma inadequada quando um conjunto é LI ou LD.
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2) ldentifique dentre 0s conjuntos A={(1,2),(2,4),(3.6)} e B=
{(1,1,1),(3,—1,2), (0, —4,—1)} quais possuem vetores linearmente dependentes. Por qué?

(Adaptado de Oliveira, 2005, p. 111).
0 AD (a) (5 1k
b { {AA M 13-4 _P Lo, -4 ‘an

A= ﬁA'\QJ’r'éi D'L'}Hx-é\
L6, 29)

{Ae\ S}) AT 1l W

BAAY Ba0y AAn Aa god W0 wiliw L dduun de

By -5 9
- 5 +d
-8 (E11)

5) Mostre que os vetores{[; g]g (1]]{2 g][g 2]}3&0 linearmente

independentes. (Adaptado de BOLDRINI et al, 1986, p. 130).
A - © o o
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i

=0
- (E10)

Unidade de analise: ndo identificou
Serd apurado se 0s estudantes ndo conseguiram identificar quando um conjunto é LI ou LD.

2) Identifique dentre 0s conjuntos A={(12),(24),(3,6)} e B=
{(1,1,1), (3,—1,2), (0, —4,—1)} quais possuem vetores linearmente dependentes. Por qué?

(Adaptado de Oliveira, 2005, p. 111).
NUE Bianlons oo 5a Sioneilk. e

2) ldentifiqgue dentre 0s conjuntos A={(1,2),(2,4),(3,6)} e B =
{(1,1,1),(3,-1,2),(0,—4,—1)} quais possuem vetores linearmente dependentes. qu qué?

(Adaptado de Oliveira, 2005, p. 111).

TOuS Qs | €9

Fonte: Elaborado pelas autoras
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Para a ultima subcategoria, reconhecimento da representacdo grafica, que busca verificar se
0s estudantes conseguem reconhecer a representacdo grafica de vetores LI, foram efetivadas as duas

unidades de analise (Quadro 5).

Quadro 5 — Subcategoria reconhecimento da representagéo grafica e unidades de analise efetivadas

Unidade de analise: reconheceu

Serd verificado se os estudantes conseguiram reconhecer a representacao grafica

4) Os vetores v, evyrepresentados na figura abaixo s&o linearmente independentes?

Justifique.
x a1
Fonte: STEINBRUCH; WINTERLE, 2009, p. 43. ,
: Anp BUE P
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Unidade de analise: ndo reconheceu

Serd verificado se 0s estudantes ndo conseguiram reconhecer a representacéo grafica
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4) Os vetores v, e vyrepresentados na figura abaixo sdo linearmente independentes?

Justifique.

R
a, v,
x 1%1

Fonte: STEINBRUCH; WINTERLE, 2009, p. 43.

— . / . e ) >
5003) (P,@u; de Q}C@L,d/@ et © %/[,C\,F‘,CU }L’UJ %A,O\M\ =] \‘K@C v (E5)

4) Os vetores v, e vyrepresentados na figura abaixo sdo linearmente independentes?

Justifique.

vy

x

Fonte: STEINBRUCH; WINTERLE, 2009, p. 43.

ae Jutc defvli%‘w._ E7)

Fonte: Elaborado pelas autoras

Sintese das dificuldades: o metatexto

A categoria dificuldades contemplou quatro subcategorias: linguagem, entendimento dos conceitos
de dependéncia e independéncia linear, identificagdo de um conjunto de vetores LI e LD, e
reconhecimento da representacao grafica.

Observamos com a subcategoria linguagem que a maioria dos licenciandos (E3, E4, ES8, E9,
E10, E11) ndo mostrou dificuldade com a linguagem empregada na Algebra Linear. Os demais a
apresentaram, por associar, por exemplo, a palavra escalares a valores dos resultados (E7). Com essa
subcategoria, notamos que essa dificuldade pode ocorrer devido & Algebra Linear valer-se de um

carater formal, e que, algumas vezes, os estudantes ndo entendem a necessidade da especificidade de
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tal uso, o que pode caracterizar o “obstaculo do formalismo”, como mostrado por Dorier e Sierpinska
(2001).

Na subcategoria entendimento dos conceitos de dependéncia e independéncia linear,
percebemos que a maioria dos estudantes apresenta um entendimento parcialmente adequado (E1,
E4, E5, E7, E8, E11), quando se trata de uma das caracteristicas de vetores LD, pois, por exemplo,
associaram a combinacdo linear ao vetor nulo, e ndo aos vetores dados na terceira questdo (E1, ES,
E11). Vemos com essa subcategoria que o entendimento que os licenciandos apresentam a respeito
de tais conceitos pode fazer com que caiam em certas armadilhas (STEWART, 2008), por nédo
associarem algumas caracteristicas desses conceitos.

Na subcategoria identificacdo de um conjunto LI e LD, varios licenciandos (E1, E3, E4, E5,
E6, E7, E8, E9) revelaram uma identificacdo adequada ao mostrar que um conjunto era LI; porém,
alguns tiveram certo problema com a notagédo por igualar uma combinacgéo linear de matrizes a um
namero real (E3, E4, E5, E6, E7). Quanto a identificacdo de um conjunto de vetores LD, a maioria
dos licenciandos a fizeram de forma parcialmente adequada (E3, E4, E5, E6, E8, E10), uma vez que,
por exemplo, associaram a igualdade 0 = 0 a vetores LI (E3, E8, E10). Percebemos, assim, que
grande parte dos licenciandos valeu-se do “uso das defini¢des de LD ¢ LI como unica ferramenta
possivel” (ANDREOLI, 2009, p. 145) para identificar e/ou mostrar se um conjunto ¢ LI ou LD.
Constatamos, ainda, que alguns equivocos quanto as estratégias utilizadas levaram a identificacéo
parcialmente adequada e inadequada desses conceitos.

Na ultima subcategoria, reconhecimento da representacéo gréafica, parte dos estudantes ndo
conseguiu atingir o objetivo da questdo, algumas vezes por nao se recordar (E8 e E11), outras por
confundir as representagdes graficas (E4, E5, E6, E9, E10). Isso nos leva a perceber a dificuldade dos
licenciandos em identificar uma representacdo grafica, as vezes, por nao associarem as caracteristicas
de vetores LI e LD, o que pode estar relacionado ao entendimento de tais conceitos (STEWART,
2008). Tal situacédo pode ter relagdo também com a falta de “flexibilidade cognitiva” (ALVES DIAS;
ARTIGUE, 1995) necessaria para 0s estudantes transitarem entre os diferentes tipos de registros de
representacdo semidtica.

Mediante o que foi exposto, pode-se constatar que grande parte dos licenciandos em
Matematica, participantes desta pesquisa, apresentou alguma dificuldade, que pode estar atrelada

tanto & natureza quanto ao carater subjetivo da Algebra Linear.

Um olhar para as concepcoes
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Nesta secao direcionamos nosso olhar para as concepcdes dos licenciandos em Matematica. Desse
modo, investigaremos cada concepcéo, segundo a APOS, comentando as resolugdes feitas por trés
estudantes, com a intengdo de exemplifica-las. No entanto, ao término desta se¢do apresentaremos a

sintese com todos os estudantes.

Concepcao acgao: licenciando E5

O licenciando E5 resolveu todas as questdes do instrumento aplicado. Ao dar suas respostas
percebemos que tal estudante se vale, de certa forma, da definicédo, recorrendo a expressao que pode
ser utilizada para identificar vetores LI ou LD, o que evidencia que E5 ndo interiorizou uma das
caracteristicas de vetores LD, ou seja, escrever um dos vetores de certo conjunto como combinagéo
linear dos demais, e ndo reconhece uma representacdo grafica de vetores LD. Além disso, notamos
que E5 comete alguns equivocos como obter um sistema possivel e indeterminado e dizer que o
conjunto de vetores era LI igualando uma combinacdo linear de matrizes a um namero real.

A partir das respostas dadas as questfes, podemos inferir que E5 possui concepcao acao,
uma vez que busca identificar quais vetores sdo LD, vendo aqueles que podem ser escritos como
combinac&o linear do vetor nulo. E possivel perceber ainda que o estudante n&o interiorizou algumas
acdes, como, por exemplo, se ha a possibilidade de se escrever um vetor como combinacéo linear de

outros vetores, entao, esses vetores sdo LD.

Concepgao processo: licenciando E2

O licenciando E2 resolveu parcialmente as questdes do instrumento aplicado. Ao dar suas respostas,
observamos que o estudante se vale da definicdo, mas também das caracteristicas de vetores LD e LI
e reconhece a representacao grafica de vetores LD.

Por meio das respostas dadas por E2 as questdes do instrumento, € possivel perceber que tal
estudante apresenta concepcdo processo, pois interiorizou alguns aspectos da dependéncia e
independéncia linear, como a expressdo que representa a combinagdo linear com o vetor nulo e a
possibilidade de escrever vetores de um conjunto como combinagdo linear de outros ser uma

caracteristica de vetores LD.

Indicios da concepcéo acdo: licenciado E11

O licenciando E11 resolveu parcialmente as questdes do instrumento aplicado. Por meio de suas
respostas notamos que o estudante recorre a procedimentos equivocados, como realizar adi¢des entre
0s componentes dos vetores, calcular o determinante de cada componente do vetor, no caso do

conjunto de matrizes M(2,2). Esses equivocos podem ter sido cometidos possivelmente por E11
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associar alguns fragmentos de seu entendimento a respeito dos conceitos de LD e LI ou por associar
alguns outros conceitos vistos na disciplina de Algebra Linear.

Com base nas respostas dadas por E11 as questbes do instrumento de coleta de dados,
observamos que tal estudante apresenta alguns conceitos equivocados em relacdo a dependéncia e

independéncia linear, evidenciando indicios de que ainda esta construindo esses conceitos.

Sintese das concepcdes, segundo a APQOS, evidenciadas nos licenciandos

Apos olhar as resolucBes dos estudantes e inferir suas concepcgoes, a luz do aporte teérico APOS,
apresentaremos um quadro sintese (Quadro 6) do que foi evidenciado nos licenciandos em

Matematica.

Quadro 6 — Concepgdes evidenciadas nos licenciandos

Concepcdes Licenciandos
Concepgdo acdo E1, E3, E5, E7, E8, E9
Concepgdo processo E2, E6
Somente indicios da concepcdo acdo E4, E10, E11

Fonte: Elaborado pelas autoras

Percebemos que, dos onze licenciandos investigados, seis apresentaram concepgéo acao
dos conceitos de dependéncia e independéncia linear, o que revela que eles ainda possuem uma

nocao elementar de tais conceitos.

Consideracoes finais

Com o objetivo de investigar dificuldades e concepgdes referentes aos conceitos de dependéncia e
independéncia linear de licenciandos em Matematica, analisamos 0s registros escritos de onze
licenciandos.

Dessas analises identificamos dificuldades quanto a linguagem, ao entendimento dos
conceitos de dependéncia e independéncia linear, a identificacdo de conjuntos LI e LD e ao
reconhecimento da representagdo gréfica.

Observamos que nessas dificuldades houve problemas em relacdo ao formalismo que a
Algebra Linear exige. Alguns licenciandos recorriam a termos equivocados para justificar suas
respostas, outros cometiam equivocos quanto a notagdo, dentre outros. Essa questdo do formalismo é
discutida por diversos pesquisadores, como Dorier e Sierpinska (2001), e vista como uma das causas

de dificuldades dos estudantes.
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Em relacdo as concepc0es, identificamos que os licenciandos em Matematica apresentaram
em sua maioria a concepcao acio, o que leva a conclusio de que nesse primeiro curso de Algebra
Linear que participaram ndo construiram uma concepcao esquema dos conceitos de dependéncia e
independéncia linear, mostrando ainda uma nog¢éo elementar destes.

Além disso, podemos relacionar as dificuldades manifestadas pelos estudantes em relacéo
as concepcOes apresentadas por eles, uma vez que muitos problemas relacionados ao entendimento e
a notacdo contribuiram para inferirmos qual concepcao os licenciandos apresentaram.

Vemos, com isso, que as dificuldades acabam se entrelagando com as concep¢des que podem
ser manifestadas pelos estudantes, segundo a APOS. Dessa forma, com intuito de possibilitar meios
que amenizem as dificuldades e contribuam para que os estudantes construam seus conhecimentos
dos objetos matematicos em sua totalidade, é necessario que se levem em conta varios fatores, como
o reconhecimento da natureza abstrata da Algebra Linear, e se busque refletir a respeito da forma de
ensinar tal disciplina, pensando nos diversos rumos que os estudantes podem tomar na construcéo de

seus conhecimentos.
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